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Önsöz

Kriptogra�k uygulamalar gün geçtikçe ya³amt�m�z�n içinde daha önemli bir rol

almaktad�r. Kriptogra�k uygulamalar�n güvenilir ve verimli bir ³ekilde uygulanabilmesi

büyük önem arzetmektedir. Bu raporda, ayn� güvenlik seviyesinde di§er uygulamalara

göre daha verimli çözümler sunan eliptik e§riler ve bunlar�n bile³enleri hakk�nda yap�lan

çal�³malar özetlenmi³tir.

112T011 nolu "E§ri Tabanl� Kriptogra�ye Matematiksel Bak�³" ba³l�kl� bu çal�³ma,

Türkiye Bilimsel ve Teknolojik Ara³t�rma Kurumu (TÜB�TAK) ve Almanya Federal

E§itim ve Ara³t�rma Bakanl�§� (Federal Ministry of Education and Research-BMBF)

taraf�ndan �kili �³birli§i Proje Destekleri kapsam�nda 15.09.2012 - 15.09.2014 tarihleri

aras�nda desteklenmi³tir.

Projenin yürütücülü§ünü Ferruh Özbudak yapm�³t�r. Henning Stichtenoth, Cem

Güneri, Alp Bassa, Ömer Küçüksakall�, Sedat Akleylek, Seher Tutdere ve Dilek Buyruk

ara³t�rmac�, P�nar Çomak ve Murat Demircio§lu ise bursiyer olarak görev alm�³t�r.
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Özet

Eliptik e§ri tabanl� kriptogra�de belirli say�da noktas� olan bir eliptik e§ri bulmak

önemli bir uygulamad�r. Ayr�ca, kriptogra� ve kodlama teorisindeki uygulamalar için çok

rasyonel noktaya sahip e§rilere ihtiyaç duyuldu§undan maksimal e§riler ve çok rasyonel

noktaya sahip e§rilerin önemi a³ikard�r. Bunlara ek olarak, bu e§rilerin tan�mland�§�

yap�lar üzerindeki aritmeti§in h�zland�r�lmas� güncel bir konudur.

Cebirsel egrilerin kriptogra� ve kodlama teorisinde çok önemli uygulamalar� vard�r. Bu

uygulamalarda sonlu cisimlerin çesitli özellikleri ve baz� kombinatorik yöntemler kullan�l�r.

Bu �nal raporunda, sonlu cisimler üzerindeki cebirsel e§rilerin cinslerini ve rasyonel nokta

say�lar�n� bulma üzerine sonuçlar, mükemmel lineer olmayan fonksiyonlar�n s�n��ar� ve

bunlar�n yar�cisimlerler olan ili³kileri, sonlu cisimler üzerindeki baz� cebirsel e§rilerin

L−polinomlar�, Galois halkalar�ndaki aritmetik i³lemleri, cebirsel fonksiyon cisimleri,

ikinci dereceden kompleks say� cisimlerinin dallanm�³ (rami�ed) geni³lemelerinde minimal

polinomlar�n�n katsay�lar� küçük olan özel elemanlar ve e³leniklerinin hesaplanmas�, çok

boyutlu sanki-devirsel ve konvolusyon kodlar�, sonlu cisimler üzerinde kuadratik lineer

olmayan e³lemeler hakk�nda proje kapsam�nda yap�lanlar belirtilmi³tir.

Anahtar Kelimeler: cebirsel e§riler, kriptogra�, kodlama teorisi, sonlu cisimler, Galois

halkalar�, polinom çarp�m�, kuadratik formlar, rasyonel nokta say�lar�, kompleks say�

cisimleri, L−polinomlar�, çok boyutlu sanki-devirsel ve konvolusyon kodlar�, cebirsel

fonksiyon cisimleri kuleleri
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Abstract

In curve-based cryptography, it's an important issue to �nd elliptic curves with

desired number of points. Since ellliptic curves are needed with so many rational points

applications in cryptography and coding theory, �nding maximal curves is very important.

Moreover, it's an open problem to improve the arithmetic operations over these curves.

Algebraic curves have very important applications in cryptography and coding theory.

In these applications, some combinatorial techniques and properties of �nite �elds are

commonly used. In this �nal report, we discuss the following issues: genus of algebraic

curves over �nite �elds and counting the number of rational points, perfect nonlinear

maps and their relations with semi�elds, L−polynomials of some algebraic curves over

�nite �elds, arithmetic operations in Galois rings, algebraic function �elds, certain

complex multiplication class �elds with smaller generators, convolutional codes, quadratic

nonlinear maps over �nite �elds.

Keywords: algebraic curves, cryptography, coding theory, �nite �elds, Galois rings,

polynomial multiplication, quadratic forms, the number of rational points, complex

number �elds, L−polynomials, multidimensional quasi-cyclic and convolutional codes,

towers of algebraic function �elds
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Bölüm 1

Giri³

E§ri tabanl� kriptogra� konusu bar�nd�rd�§� teorik yap�lar ve bunlar�n uygulamadaki

kullan�mlar�ndan dolay� hem matematikçiler hem de mühendisler taraf�ndan büyük

ilgi görmektedir. Bu konudaki çal�³malar�n yeni kriptogra�k yöntemlerin ç�kmas�na,

varolanlar�n verimli çal�³mas�na, kriptogra�k sistemlerde kullan�lan yap� ta³lar�n�n farkl�

ifade edilmesine ve disiplinleraras� i³birli§ine katk� sa§lamak olarak s�n��and�r�lan

konularda yard�mc� oldu§u bilinmektedir. Bu proje kapsam�nda, yap�lan akademik

çal�³malar ikili i³birli§i çerçevesinde dü³ünülmü³tür. Bu ba§lamda, üç tane çal�³tay

düzenlenmi³tir.

• Workshop on Mathematical Aspects of Curve-Based Cryptography, 8-9

Ekim 2012, Ankara: Çal�³tayda Türkiye ekibi taraf�ndan 5, Almanya ekibi taraf�ndan

5 adet sunum gerçekle³tirilmi³tir. Bu çal�³tayda sunulan çal�³malar için özetler kitab�

haz�rlanm�³t�r. Daha detayl� bilgiler 1. Geli³me Raporu'nda yer almaktad�r.

• Workshop on Algebraic Curves and Cryptography, 18-19 Temmuz 2013,

Oldenburg, Almanya: Çal�³tayda 3 davetli konu³mac�n�n yan�s�ra, Türkiye ekibinden

3 ki³i, Almanya ekibinden 6 ki³i sunum yapm�³t�r. Daha detayl� bilgiler 2. Geli³me

Raporu'nda yer almaktad�r.

• Workshop on Mathematical Aspects of Curve-Based Cryptography, 29-30

May�s 2014, �stanbul: Çal�³tayda 1 davetli konu³mac�n�n yan�s�ra, Türkiye ekibinden

3 ki³i, bu ara³t�rmac�lar�n dan�³manl�§�n� yapt�§� 2 yüksek lisans ve doktora ö§rencisi

ve Almanya ekibinden 4 ki³i sunum yapm�³t�r. Proje kapsam�na uygun olarak

gerçekle³tirilen bu çal�³tay ile projenin gidi³at� ve olas� gelecek çal�³malar hakk�nda

�kir al�³veri³inde bulunulmu³tur. Bu çal�³taya dinleyici olarak kat�lan doktora

ö§rencileri, güncel geli³meleri yak�ndan takip etme imkan� bulmakla beraber, bir çok
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aç�k problem hakk�nda çözüm önerilerini ve tart�³malar� görme imkan� bulmu³tur.

Detaylar için EK1'e bak�n�z.

Bunlar�n yan�s�ra, Almanya proje ekibinden ara³t�rmac�lar, Türkiye proje ekibindeki

ara³t�rmac�lar�n yer ald�§� üniversitelere çe³itli ziyaretler gerçekle³tirilmi³ ve buralarda

sunumlar yapm�³t�r. Benzer olarak, Türkiye proje ekibindeki ara³t�rmac�lar Almanya proje

ekibine k�sa süreli ziyaretler yapm�³t�r. Yap�lan bu ziyaretler ve konu³ma içerikleri geli³me

raporlar�nda detayl� olarak sunulmu³tur.

�kili i³birli§i kapsam�nda yap�lan akademik çal�³malar ile e§ri tabanl� kriptogra�ye

farkl� bir bak�³ aç�s� kazan�lm�³t�r. Bunlar, hem teorik hem de uygulamal� olarak

de§erlendirilebilecek bir yap�ya sahiptir. Yap�lan ara³t�rmalar ile elde edilen sonuçlar çe³itli

bilimsel toplant�larda sunulmu³ ve dergilere de§erlendirilmesi amac�yla gönderilmi³tir.

Yap�lan bu ara³t�rmalar�n geli³mesinde, yap�lan çal�³taylar, ziyaretler ve sunumlardaki

�kir al�³veri³lerinin önemli bir yer tuttu§unu vurgulamakta fayda görmekteyiz. Bu

çerçevede, yap�lan çal�³malar ve elde edilen sonuçlar�n özetleri ³u ³ekilde belirtilmi³tir:

1. Eliptik e§ri tabanl� kriptogra�de belirli say�da noktas� olan bir eliptik e§ri

bulmak önemli bir uygulamad�r. Bunun ba³ar�lmas� için Hilbert s�n�f polinomlar�

kullan�labilir. Bu polinomlar ikinci dereceden kompleks say� cisimlerinin de§i³meli

geni³lemelerinde uygun elemanlar ve e³lenikleri kullan�larak elde edilir. S�n�f

polinomu hesaplamas� j de§i³mezi kullan�larak yap�l�rsa katsay�lar� oldukça büyük

olan polinomlar elde edilir. Di§er taraftan katsay�lar� j de§i³mezinin minimal

polinomundan çok daha küçük olan çe³itli elemanlar bulunmu³tur. Bu proje

kapsam�nda ikinci dereceden kompleks say� cisimlerinin dallanm�³ (rami�ed)

geni³lemelerinde minimal polinomlar�n�n katsay�lar� küçük olan özel elemanlar ve

e³leniklerinin hesaplamas� verilmi³tir. Elde edilen minimal polinomlar literatürdeki

benzerlerine göre büyük bir iyile³me göstermektedir.

2. En küçük asal sonlu cisim olan F2 üzerinde tan�mlanan potansiyeli iyi olan ikinci

dereceli özyineli kuleler üzerine çal�³�lm�³t�r. Bu kulelerin hangi tür denklemlerle

ifade edilebilece§i üzerine çal�³�lm�³ ve bu denklemlerin bir s�n��and�rmas�

verilmi³tir. Daha sonra da elde edilen bu kuleler için β1 de§eri hesaplanm�³ ve birçok

durumda bu de§erin s�f�r oldu§u sonucuna var�lm�³t�r.

3. Catalan say�lar�n�n özellikle kombinatorikte s�kça kar³�m�za ç�kmas�ndan dolay�

modüler polinomun bu ifadesinde katsay� olarak bulunan Catalan say�lar�n�n

daha derin kombinatorik bir aç�klamas� oldu§u a³ikard�r. Literatürde yer alan

sonuçlar modüler polinomun tan�m�nda baz� kombinatorik ö§elerin varl�§�na i³aret

2



etmektedir. Bu ba§lant�y� incelemek modüler polinomun aritmetik özellklerini

anlamak için önemli bir ad�m olu³turacakt�r. Proje kapsam�nda ΦT (X, Y ) modüler

polinomunun katsay�lar�nda kar³�m�za ç�kan Catalan say�lar�n� kombinatorik yönden

aç�klamaya çal�³�lm�³t�r.

4. Sonlu cisimler üzerindeki cebirsel e§rilerin cinslerini (genus) ve rasyonel nokta

say�lar�n� kesin olarak bulmak zor bir problemdir ve kriptogra�de önemli bir yere

sahiptir. 2'den farkl� herhangi bir asal say�n�n kuvveti olmak üzere n|m ³art�n�

sa§layan key� h, n,m pozitif tam say�lar� ve γ, α ∈ Fqm , γ ̸= 0 elemanlar� için

yq
n − y = γxq

h+1 − α e§risinin bir çok durumdaki Fqm-rasyonel noktalar�n�n say�s�

hesaplanm�³t�r.

5. Mükemmel lineer olmayan fonksiyonlar, kriptogra�de önemli bir yeri olan bükük

(bent) ve düzlemsel (planar) fonksiyonlar� içeren önemli bir s�n�ft�r. Mükemmel

lineer olmayan fonksiyonlar�n hangi s�n��ar�n�n geni³letilemez (non-extendable)

oldu§unu incelemek zor bir problemdir. Ayr�ca konunun yar�cisimlerle (semi�eld)

do§al ili³kileri vard�r. Birçok Fq-kuadratik mükemmel lineer olmayan fonksiyon

s�n�f�n�n geni³letilemez oldu§unu gösterilmi³tir.

6. Cebirsel e§rilerin baz� karakteristik özelliklerini hesaplamada kullan�lan

L-polinomlar�n� bulmada bir çok önemli sonuç elde edilmi³tir.

7. n pozitif bir tamsay� olmak üzere eleman say�s� 4n olan Galois halkas�ndaki verimli

polinom çarp�m� üzerine çal�³ma yap�lm�³t�r. Sonlu cisimlerdeki polinom çarp�m�

için kullan�lan yöntemler incelenmi³ olup, bunlar�n Galois halkas�ndaki polinom

çarp�m�na uyarlanmas� yap�lm�³t�r. Galois halkas�ndaki iki polinomun çarp�m�

Toeplitz matrisi ve vektör çarp�m� ³eklinde ifade edilerek alt üssel alan karma³�kl�§�

elde edilmi³tir. Bu çal�³ma literatürde Galois halkas�ndaki iki polinomu alt üssel

alan karma³�kl�§� ile çarpan ilk yöntem olarak göze çarpmaktad�r.

8. Sanki-devirsel kodlar�n çok boyutlu benzerlerini tan�mlamak ve bir boyutta

sanki-devirsel kodlarla konvolusyon kodlar� aras�ndaki ili³kinin, çok boyutlu

konvolusyon kodlar� ile çok boyutlu sanki-devirsel kodlar aras�nda da var oldu§u

gösterilmi³tir.

Proje kapsam�ndaki çal�³malar�m�z� ve ara³t�rmalar�m�z� bu Proje Sonuç

Raporu'nda TÜB�TAK'�n "Proje Rapor Yaz�m�nda Uyulmas� Gereken Kurallar"

(https://ardeb-pts.tubitak.gov.tr/mainPage.htm adresinden temin edilmi³tir) belgesinde

istenen ³ekilde düzenledik ve bu raporda yer alacak önemli gördü§ümüz sonuçlar�m�z�
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aktar�yoruz. Bu sonuçlar�n bilimsel dergi ve bilimsel toplant�larda yay�nlanmas� ve

sunulmas� ile ilgili referans bilgileri de a³a§�da verilmi³tir.

"Proje Sonuç Raporu Yaz�m�nda Uyulmas� Gereken Kurallar" belgesi gere§ince bu

raporun ana metni

1. Giri³

2. Literatür Özeti, Gereç, Yöntem ve Bulgular

3. Tart�³ma ve Sonuç

bölümlerinden olu³turulmu³tur. Proje sonuç raporunun olu³turulmas�nda bir bütünlük

sa§layabilmek için makale yaz�m format� baz al�nm�³t�r. Bundan dolay�, Gereç, Yöntem

ve Bulgular bölümü içerisinde her bir çal�³ma için literatür özeti ayr�ca verilmi³tir. Bu

sayede, raporun alt bölümlerinde tutarl�l�k sa§lanmas� ve konuyla ilgili bir ara³t�rmac�n�n

ilgili aç�klamalara kolayca ula³mas� hede�enmi³tir.

Bu projede elde edilen sonuçlar 8 alt bölümde sunulmu³tur. Bu s�n��and�rma

yap�l�rken, elde edilen sonuçlar�n birbirleri ile olan ili³kileri gözetilmi³ ve bunlar aç�kca

ifade edilmeye çal�³�lm�³t�r. Her bölüm ayn� bir makale düzeninde olu³turulmu³ ve

içerisinde konu hakk�nda k�sa bir giri³, önceki çal�³malar, kullan�lan tekniklerin k�sa

aç�klanmas� ve elde edilen sonuçlar olarak verilmi³tir. Bu bölümler s�ras�yla ³unlard�r

(bkz. Gereç, Yöntem ve Bulgular Bölümü alt bölümleri):

2.1 Daha Küçük Üreteçler ile Karma³�k Çarp�m S�n�f Cisimleri

2.2 F2 Üzerinde Tan�mlanan �kinci Dereceli Özyineli Fonksiyon Cisimleri Kuleleri

2.3 Cebirsel E§riler, Rasyonel Noktalar�, Modüler Polinom ve Uygulamalar�

2.4 yq
n − y = γxq

h+1 − α E§risinin Fqm Üzerindeki Rasyonel Noktalar�

2.5 Geni³letilemez Fq-kuadratik Mükemmel Lineer Olmayan Fonksiyonlar

2.6 Fqm Üzerinde yq
n − y = γxq

h+1 − α E§risinin L-polinomlar�

2.7 Galois Halkalar�nda Polinom Çarp�m�

2.8 Çok Boyutlu Sanki-Devirsel ve Konvolusyon Kodlar�

Tart�³ma ve Sonuç bölümünde de her bir alt bölümde edilen sonuçlar hakk�nda k�sa

bir aç�klama ve gelecek çal�³malar için bilgiler verilmi³tir.
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Bölüm 2

Literatür Özeti, Gereç, Yöntem ve

Bulgular

Bu bölümde, proje kapsam�nda çal�³�lan konular�n literatürdeki yeri, kullan�lan

yöntemler ve elde edilen sonuçlara yer verilmi³tir. Bu bölüm 8 tane alt bölümden meydana

gelmektedir. Her bölüm ayn� bir makale düzeninde olu³turulmu³ ve içerisinde konu

hakk�nda k�sa bir giri³, önceki çal�³malar, kullan�lan tekniklerin k�sa aç�klanmas� ve elde

edilen sonuçlar olarak verilmi³tir. Burada yer alanlar a³a§�daki ³ekilde s�n��and�r�lm�³t�r:

2.1 Daha Küçük Üreteçler ile Karma³�k Çarp�m S�n�f Cisimleri

2.2 F2 Üzerinde Tan�mlanan �kinci Dereceli Özyineli Fonksiyon Cisimleri Kuleleri

2.3 Cebirsel E§riler, Rasyonel Noktalar�, Modüler Polinom ve Uygulamalar�

2.4 yq
n − y = γxq

h+1 − α E§risinin Fqm Üzerindeki Rasyonel Noktalar�

2.5 Geni³letilemez Fq-kuadratik Mükemmel Lineer Olmayan Fonksiyonlar

2.6 Fqm Üzerinde yq
n − y = γxq

h+1 − α E§risinin L-polinomlar�

2.7 Galois Halkalar�nda Polinom Çarp�m�

2.8 Çok Boyutlu Sanki-Devirsel ve Konvolusyon Kodlar�
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2.1 Daha Küçük Üreteçler ile Karma³�k Çarp�m S�n�f

Cisimleri

2.1.1 Özet

Hilbert'in 12. problemi say� cisimlerinin azami de§i³meli geni³lemelerinin analitik bir

fonksiyonun de§erleri ile elde edilip edilemeyece§ini sorar. Bu problem Kronecker-Weber

teoremindeki üstel e2πix fonksiyonun genelle³tirilmi³ halini bulmaya denktir. Kompleks

kuadratik durumda Hilbert'in 12. problem Kronecker'in gençlik hayali olarak da bilinir

(Kronecker's Jugendtraum) ve ispatlanm�³t�r. Bu soruya ilk ispat Hasse taraf�ndan 1927

y�l�nda verilmi³tir (Hasse, 1931). Hasse'nin ispat� 1958 y�l�nda Deuring taraf�ndan komplex

çarp�m (complex multiplication) teorisi kullan�larak oldukça basitle³tirilmi³tir (Deuring,

1958). Deuring bu ispat� eliptik e§riler üzerinde noktalar veren Weierstrass ℘ fonksiyonu

ve Hilbert s�n�f cismini üreten j-de§i³mezi ile elde etmi³tir. Bu ispat�n daha modern bir

versiyonu görmek için (Silverman, 1994)'e bak�labilir.

Shimura'n�n kar³�l�kl�l�k teoremi (Shimura's reciprocity law) kompleks kuadratik s�n�f

cisim teorisi ile modüler fonksiyonlar teorisi aras�nda Galois teorisini de kullanarak

bir ba§lant� kurar (Shimura, 1971). Shimura'n�n bu teoremi sayesinde de§i³meli

geni³lemelerdeki elemanlar�n Galois grubun etkisi alt�ndaki kar³�l�klar� bulunabilir. Bunun

yan�nda hesaplamalar 1'in köklerinden gelen de§erler yüzünden oldukça karma³�kt�r.

Eliptik e§rilerin kompleks çarp�m teorisi sonlu cisimler teorisinde ve uygulamalar�nda

önemli bir rol oynar. Örne§in rasyonel noktas� say�s� bilinen eliptik e§riler üretmek

gibi. Bu komplex çarp�m uygulamas� en iyi biçimde Hilbert s�n�f cismi kullan�larak

yap�labilir. Katsay�lar� j de§i³mezinin minimal polinomundan çok daha küçük olan çe³itli

elemanlar bulunmu³tur. Bu çal�³malar�n detaylar� için (Gee, 2001), (Enge and Morain,

2009), (Leprévost and Uzunkol, 2011) ve (Uzunkol, 2013)'a bak�labilir. Ayr�ca benzer

in³aalar asall�k ispat� (Atkin and Morain, 1993), (Morain, 2007) ve e³leme tabanl�

kriptogra�de (Blake and Smart, 1999), (Blake and Smart, 2005), (Freeman and Teske,

2010) kullan�lmaktad�r.

m ̸≡ 2 (mod 4) ve 2 ≤ a ≤ m − 1 birer do§al say� olsunlar. Ayr�ca Q(m) rasyonel

say�lar�n �³�n s�n�f geli³lemesi olsun. Çok iyi bilindi§i gibi bu geni³leme m'ninci reel

siklotimik cisim Q(ζm + ζ−1m )'dir. Bu geni³leme rasyonel say�lara ψ(1− e2πiz) fonksiyonun

ψ(a/m) de§erleri eklenerek elde edilebilir. Ayr�ca siklotomik birim elemanlar�n a³a§�daki

gibi sade bir ifadesi vard�r (Washington, 1997):

ζ(1−a)/2m

1− ζam
1− ζm

= ±sin(πa/m)

sin(π/m)
∈ O∗Q(m)

.
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Komplex kuadratik durumda da özel birim elemanlar vard�r. Bu özel elemanlar eliptik

birim elemanlar olarak bilinir. Bu çal�³madaki amac�m�z s�n�f cisimlerini elde etmemizi

sa§layan bu elemanlar�n minimal polinomlar� hesaplamak için bir algoritma vermektir.

Bu eliptik birim elemanlar ayn� i³levi gören di§er üreteçlere göre oldukça küçük katsay�l�

minimal polinomlara sahiptir. Ayr�ca siklotomik birim elemanlara benzer ³ekilde Siegel ϕ

fonksiyonun basit bir kesiri biçiminde verilebilir.

Ramachandra 1964 y�l�nda Kronecker'in limit formülünü kullanarak çe³itli

fonksiyonlar�n de§erlerinin çarp�m� olacak ³ekilde �³�n s�n�f cisimlerinin üreteçlerini elde

etmi³tir (Ramachandra, 1964). Bu üreteçler çok say�da çarpan içerdi§i için hesaplamalar

için uygun de§ildir. Schertz'in yeni ispatlanan (Jung and Shin, 2011) bir san�s� (Schertz,

1997) a³a§�da verilen elemanlar�n K(N)'i kompleks kuadratik K üzerinde üretti§ini söyler:

ϕ(0, 1/N, τ)12N/ gcd(6,N)

Bettner ve Schert çok k�s�tl� durumlarda Siegel ϕ fonksiyonunundan olu³an bir çarp�m�n

�³�n cisim geni³lemesi K(N)'de kald�§�n� göstermi³lerdir. Ayr�ca bu elemanlar�n K(N)'yi

üretti§ini de iddia etmi³lerdir.

Bu çal�³mada ortaya konan üreteçlerin önemli bir avantaj� çok basit bir Siegel

ϕ fonksiyonu kesiri olarak üretilmesidir. Bunun sayesinde yukar�daki ifadede görülen

12N/OBEB(6, N) büyüklü§ündeki bir kuvvetten kurtulabiliyoruz. Bir di§er avantaj

hiçbir k�s�tlay�c� durum koymay�p herhangi bir f modulusu için üreteçlerimizi elde

edebilmemizdir. Yapt�§�m�z çal�³ma uluslararas� sayg�n bir dergiye gonderilmi³ olup

arxiv.org'ta 1307.6273 numaras�yla da bulunabilir.

2.1.2 Giri³

Shimura'nin Kar³�l�kl�l�k Teoremi

K diskriminant� dK olan kompleks kuadratik bir say� cismi olsun. Bu say� cisminin

tamsay�lar halkas�n� OK ile gösterelim. Bu çal�³mam�zdaki sonuçlar� OK 'n�n azami alt

halkas� için formüle edece§iz. Çal�³malar�m�z daha sade ifade edebilmek için bu halkay� O
ile gösterece§iz.

Bu bölümde Shimura'nin kar³�l�kl�l�k teoremini Gee ve Stevenhagen'in ele ald�§�

biçimde özetleyece§iz (Gee, 2001), (Stevenhagen, 2001). Aksi söylenmedi§i sürece bu

bölümdeki tan�mlara ve sonuçlara (Lang, 1987), (Stark, 1980) ve (Shimura, 1971)

referanslar�ndan ula³�labilir. Bunun yan�nda Siegel ϕ fonksiyonun tan�m�n� ve sa§lad�§�

dönü³üm formüllerini özetleyece§iz. Bu formüllerin detayl� bir ³ekilde ele al�n�³�n� görmek

için (Stark, 1980)'a bak�labilir.
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Verilen bir kompleks kuadratik say� cismi için Cl(K) ideal s�n�f grubu ve H de Hilbert

s�n�f cismi olsun. [·, K] ile sonlu K−idèl grubu üzerindeki Artin e³lemesini gösterelim. Bu

durumda s�n�f cismi teorisinin temel teoremi a³a§�daki tam dizi ile özetlenebilir:

1 // K∗ // K̂∗
[·,K] // Gal(Kab/K) // 1. (2.1)

Birim elemanlar grubu yar� Artin e³lemesi alt�nda Gal(Kab/K) Galois grubunun ters

görüntüsüdür.

Ô∗ =
(
lim
←N

(O/NO)
)∗

= (O ⊗Z Ẑ)∗ ⊆ K̂∗

S�n�f cisim teorisi kullanarak a³a§�daki tam diziyi elde ederiz:

1 // O∗ // Ô∗ [·,K] // Gal(Kab/H) // 1. (2.2)

τ ∈ K üst yar� düzlemde minimal polinomu Ax2 + Bx + C olan bir eleman olsun.

Ayr�ca B2 − 4AC = dK olsun. Klasik j fonksiyonu Γ := SL(2,Z) grubunun etkisi alt�nda

de§i³mezdir ve kompleks çarp�m teorisi j(τ) de§erinin Hilbert s�n�f cismi için K üzerinde

bir üreteç oldu§unu söyler.

Dallanm�³ de§i³meli geni³lemeleri üretmek için modüler fonksiyonlar� kullabiliriz.

Düzeyi N olan bir modüler bir fonksiyon Γ'n�n Γ(N) = ker[SL(2,Z) → SL(2,Z/NZ)]
kongrüans altgrubunun etkisi alt�nda de§i³mez kalan meromor�k fonksiyon olarak

tan�mlan�r. Ayr�ca q aç�l�m� her boynuzda Q(ζN)'den katsay�lara sahipse bu modüler

fonksiyona aritmetik denir. Düzeyi N olan bütün aritmetik modüler fonksiyonlar� içeren

cismi FN ile gösterilir. Örne§in F1 = Q(j) olur.

Kompleks çarp�m teorisinin bir sonucu olarak her bir g ∈ FN modüler fonksiyonu

için g(τ) de§eri K(N) say� cismi içinde kal�r. Bunun bir ispat� için (Gee, 2001, p. 41)'ye

bak�labilir.

Düzeyi N olan bütün modüler fonksiyonlar� içeren FN cismi F1'nin bir Galois

geni³lemesidir. Kar³�l�k gelen Galois grubu ise a³a§�daki gibidir:

Gal(FN/F1) ∼= SL(2,Z/NZ)/{±I2}o (Z/NZ)∗

∼= GL2(Z/NZ)/± I2.

Galois grubunun FN üzerindeki etkisi kolayca aç�klanabilir. E§er A ∈ Γ ise

f(z) ◦ A = f(Az)
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olur. Ayr�ca N ile aralar�nda asal bir d tamsay�s� için A =
[
1 0
0 d

]
ise

f(z) ◦ A =

(
∞∑

n=n0

αnq
n
N

)
◦ A =

∞∑
n=n0

ασ
nq

n
N

olur. Burada σ e³lemesi Q(ζN)/Q geni³lemesinin ζσN = ζdN ³eklinde verilen

otomor�zmas�d�r.

Bütün düzeydeki modüler fonksiyonlar� bir arada ele almak için idèlik formülasyonu

ele alabiliriz. Gee a³a§�daki gibi bir tam diziden yola ç�k�labilece§ini söyler (Gee, 2001, p.

10):

1 // {±1}

��

// SL(2,Z/NZ)

��

// Gal(FN/F1(ζN))

��

// 1

1 // {±1}

��

// GL(2,Z/NZ)

det
��

// Gal(FN/F1)

��

// 1

1 // 1 // (Z/NZ)∗ // Gal(F1(ζN)/F1) // 1.

(2.3)

Bütün aritmetik modüler fonksiyonlar� içeren cismi F = ∪N≥1FN ³eklinde gösterelim.

Bu cismin Galois grubunu projektif limit alarak olu³turabiliriz:

1 // {±1} // GL(2, Ẑ) // Gal(F/F1) // 1. (2.4)

Stevenhagen'in verdi§i Shimura'n�n kar³�l�kl�l�k teoremini aç�k versiyoununu

kullanarak daha önce verdi§imiz tam diziler, (2.2) ve (2.4), aras�nda a³a§�daki gibi bir

ba§lant� elde ederiz:

1 // O∗ //
∏′

p O∗p //

hτ

��

Gal(Kab/H) // 1

1 // {±1} // GL(2, Ẑ) // Gal(F/F1) // 1.

(2.5)

Burada hτ :
∏′

p O∗p → GL(2, Ẑ) olup x ∈
∏′

pO∗p idèlini uygun bir matrisin devri§ine

götürür. A³a§�daki (2.5) denkleminde bahsi geçen hτ e³lemesinin nas�l hesaplanaca§�

verilmi³tir:

hτ : x = sAτ + t 7→
[
t−Bs −Cs
sA t

]
. (2.6)

Kar³�l�kl�l�k e³lemesini kullanarak Ô∗ grubunun F üzerindeki etkisini a³a§�daki gibi elde

ederiz (Stevenhagen, 2001, p. 165):

(g(τ))[x
−1,K] = (ghτ (x))(τ).
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Stevenhagen kar³�l�kl�l�k kural�n� sonlu gruplar�n tam dizileri haline indirgemi³tir

(Stevenhagen, 2001, p. 167),

1 // O∗ // (O/NO)∗ //

hτ,N

��

Gal(K(N)/H) // 1

1 // {±1} // GL(2,Z/NZ) // Gal(FN/Q(j)) / / 1.

Bu e³leme alt�nda (O/NO)∗ grubunun hτ,N alt�ndaki görüntüsü GL(2,Z/NZ) grubunun
kar³�l�k gelen alt grubudur.

WN,τ =
{[

t−Bs −Cs
sA t

]
∈ GL(2,Z/NZ) : s, t ∈ Z/NZ

}
. (2.7)

Cl(dK) indirgenmi³ ikili kuadratik formlardan olu³an grup olsun. Formlar�n

olu³turdu§u grup Cl(dK) ile ideallerin olu³turdu§u s�n�f grubu birbiriyle e³ yap�l�d�r

(Cox, 1989, p. 50). Bu e³ yap�lar aras�ndaki e³leme Q = [a, b, c] kuadratik formunu

τQ = (−b +
√
dk)/2a taraf�nda üretilen kesirsel ideale gönderilerek elde edilir. Gee

a³a§�daki teoremi ispatlam�³t�r (Gee, 2001, Chapter 1):

Teorem 2.1.1. Q = [a, b, c] formu diskriminnant� dK olan indirgenmi³ ikili bir formve

τQ = (−b+
√
dk)/2a olsun. uQ eleman� uQ = (up)p ∈

∏
pGL(2,Zp) çarp�m�yla verilsin ve

bu çarp�mdaki her bir terim a³a§�daki gibi tan�mlans�n

• dK ≡ 0 mod 4 için:

up =


[
a b/2
0 1

]
e§er p ̸ |a,[ −b/2 −c

1 0

]
e§er p|a ve p ̸ |c,[ −a−b/2 −c−b/2

1 −1

]
e§er p|a ve p|c,

• dK ≡ 1 mod 4 için:

up =


[
a (b−1)/2
0 1

]
e§er p ̸ |a,[ −(b+1)/2 −c

1 0

]
e§er p|a ve p ̸ |c,[ −a−(b+1)/2 −c−(1−b)/2

1 −1

]
e§er p|a ve p|c.

g ∈ F modüler bir fonksiyon ise

g(τ)[x
−1
Q ,K] = guQ(τQ)
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olur. Burada g fonksyionu τ de§erinde tan�ml� ve sonludur. Ayr�ca xQ = (xp)p ve

xp =


a e§er p ̸ |a,

aτQ e§er p|a ve p ̸ |c,

a(τQ − 1) e§er p|a ve p|c.

Jung, Koo ve Shin'in 2011 y�ll� makalesinde a³a§�daki teorem ispatlanm�³t�r

(Jung and Shin, 2011, p. 418�420):

Teorem 2.1.2. Diyelim ki K ̸= Q(
√
−1), Q(

√
−3) ve N > 0. O zaman a³a§�daki gibi

birebir ve örten bir Ψ e³lemesi vard�r:

Ψ : WN,τ/{±I2} × Cl(dK) −→ Gal(K(N)/K)

(α,Q) 7−→ (g(τ) 7→ gα·uQ(τQ))g∈FN,τ

Siegel ϕ Fonksiyonu �çin Dönü³üm Formülleri

Stark Siegel ϕ fonksiyonunu kompleks kuadratik say�larda hesaplayarak Kf �³�n s�n�f

cisminde elemanlar elde eder. Üst yar� düzlemde verilen z ∈ h ve u, v ∈ F2[x]
⟨x7+1⟩ için γ =

uz + v olsun. Siegel ϕ fonksiyonu sonsuz bir çarp�m biçiminde tan�mlan�r:

ϕ(u, v, z) = −ie
πiz
6 eπiuγ(eπiγ − e−πiγ)

∞∏
n=1

(1− e2πi(nz+γ))(1− e2πi(nz−γ)).

Önerme 2.1.3. Siegel ϕ fonksiyonu a³a§�daki dönü³üm özelliklerini sa§lar:

1. ϕ(u, v + 1, z) = −eπiuϕ(u, v, z)

2. ϕ(u+ 1, v, z) = −e−πivϕ(u, v, z)

3. ϕ(u, v, z + 1) = eπi/6ϕ(u, u+ v, z)

4. ϕ(u, v,−1/z) = e−πi/2ϕ(v,−u, z)

�spat. Bu özellikler Kronecker'in ikinci limit formülünün sonuçlar�d�r ve ispatlar� için

(Stark, 1980, p. 207-208) referans�na bak�labilir. 2

Aralar�nda asal N > 1, s, t tamsay�lar�n� dü³ünelim. Ayr�ca u = s/N, v = t/N ve

M = 12N2 olsun. O zaman Siegel ϕ fonksiyonu ϕ (u, v, z) düzeyi M olan bir modüler

fonksiyon verir (Stark, 1980, p. 208). �imdi bu fonksiyonlar üzerinde baz� temel matrislerin

etkisini incelyece§iz. �lk olarak T =
[
1 1
0 1

]
ve S =

[
0 −1
1 0

]
elemanlar� taraf�ndan üretilen
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SL(2,Z) grubunu ele alal�m. Bu gruptan T 7→ eπi/6 ve S 7→ e−πi/2 olacak ³ekilde ω :

SL2(Z) → ⟨ζ12⟩ çarp�msal bir homomor�zma elde ederiz. Bu e³leme Önerme 2.1.3 ile

uyumludur ve determinant� 1 olan tamsay� girdili bir A matrisi için a³a§�daki e³itlik

sa§lan�r:

ϕ(u, v, z) ◦ A = ϕ(u, v, Az) = ω(A)ϕ((u, v)A, z)

Özel olarak S2 =
[ −1 0

0 −1
]
ve bunun sonucunda

ϕ(u, v, z) = −ϕ(−u,−v, z)

olur. Genel olarak ise ω(A) de§erini hesaplamak için A'y� S ve T cinsinden çarpanlar�na

ay�rmaya gerek yoktur. Verilen bir A =
[
a b
c d

]
∈ Γ matrisi için, a³a§�daki fonksiyonlar�

tan�mlayal�m:

p3(A) = ac(b2 + 1) + bd(a2 + 1)

p4(A) = (b2 − a+ 2)c+ (a2 − b+ 2)d+ ad.

Herglotz (Herglotz, 1921) a³a§�daki formülü ispatlam�³t�r:

ω(A) = ζ
p4(A)
4 ζ

−p3(A)
3 . (2.8)

Bir sonraki ad�m olarak
[
1 0
0 d

]
biçimindeki matrislerin etkisini ele alal�m. ϕ(u, v, z)

fonksiyonunun katsay�lar� Q(ζM) cisminde yer al�r ve σ : ζM 7→ ζdM otomor�zmas�n�n ϕ

üzerindeki etkisi v de§erinin d ile çarp�lmas�yla elde edilir. Sonuç olarak a³a§�daki e³itli§i

elde ederiz:

ϕ(u, v, z) ◦
[
1 0
0 d

]
= ϕ(u, vd, z)(−1)(d−1)/2.

Ayr�ca
[
d 0
0 1

]
=
[
0 −1
1 0

][
1 0
0 d

][
0 −1
1 0

]
matrisinin etkisi de a³a§�daki gibi kolayca elde edilebilir:

ϕ(u, v, z) ◦
[
d 0
0 1

]
= ϕ(u, v, z) ◦

[
0 −1
1 0

][
1 0
0 p

][
0 −1
1 0

]
= −iϕ(v,−u, z) ◦

[
1 0
0 d

][
0 −1
1 0

]
= −iϕ(v,−ud, z) ◦

[
0 −1
1 0

]
= −ϕ(−ud,−v, z)

= ϕ(ud, v, z). (2.9)

Eliptik Birim Elemanlar

K kompleks kuadratik bir say� cismi ve f ⊂ OK bu cismin has bir ideali olsun. Bu

bölümde Siegel ϕ fonksiyonun de§erlerinin kesiri biçiminde verilen baz� özel elemanlar�n
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bütün e³leniklerini hesaplamak için bir algoritma verece§iz. Bu eliptik birim elemanlar

Stark'�n f = ps için olan temel sonucunun genelle³tirilmi³ halidir. Burada p derecesi bir

olan ve normu 6dK 'yi bölmeyen K'n�n asal bir idealidir (Stark, 1980, p. 229).

Verilen bir f ̸= (1) ideali için f bu idealdeki en küçük pozitif tamsay� olsun. I³�n s�n�f�

grubundaki her c s�n�f� için f'ye asal ve bütün a ∈ c için ab temel ideal olacak ³ekilde bir

b ideali seçelim. Ayr�ca O'daki bir α eleman� için ab = (α) oldu§unu varsayal�m. Bunun

yan�s�ra bf = [ω1, ω2] ve τ = ω1/ω2 ∈ h olsun. Bu durumda a³a§�daki elemanlar sadece ve

sadece c s�n�f�na ba§l� olacakt�r (Stark, 1980, Lemma 7)

E(c) = ϕ(u, v, τ)12f ∈ Kf (2.10)

Kompleks kuadratik τ de§eri bir kesirsel ideale denk gelir ve bir indirgenmi³ kuadratik

form Q için τ de§eri τQ de§erine dönü³türülebilir. O yüzden genelli§i kaybetmeden τ = τQ

oldu§unu varsayabiliriz.

Diyelim ki p ⊂ OK birinci dereceden c s�n�f�nda olan bir asal ideal olsun. Ayr�ca bu

idealin normunun p oldu§unu ve 12f 'yi bölmedi§ini varsayal�m. Stark E(c)/E(1)p kesrinin

Kf �³�n s�n�f cismindeki bir eleman�n 12f 'ninci bir kuvveti oldu§unu göstermi³tir. E§er Kf

cismi 1'in tam olarak W tane kökünü içeriyorsa, o zaman W |12f ve E(c)W bir cebirsel

tamsay�n�n 12f 'ninci kuvveti olur (Stark, 1980, Lemma 9).

Gal(Kf/K) Galois grubunun c s�n�f�na kar³�l�k gelen eleman� σc olsun. Bu eleman�n

1'in kökleri üzerindeki etkisi ³öyledir: ζσc
W = ζdcW . Burada dc ≡ |p| mod W biçiminde elde

edilir. ec tamsay�s�n� ec = W/(W,dc − 1) biçiminde tan�mlayal�m. Stark'�n sonuçlar�ndan

yola ç�karak a³a§�daki eleman� elde edebiliriz:(
E(c)

E(1)

)ec

. (2.11)

Bu eleman�n normu 1 olmas�n�n yan� s�ra, cebirsel bir tamsay�n�n 12f 'ninci kuvvetidir

(Stark, 1980, Theorem 1). Bir di§er deyi³le bu basit kesir bize bir eliptik birim eleman

verir.

Hilbert s�n�f cismine indirgeni³i f'yi içerecek ³ekilde bir c0 ideal s�n�f� seçebiliriz. Bu

durumda seçece§imiz b idealinin temel olmas� ab idealinin temel olmas�na ba§l� olacakt�r.

Bundan yola ç�karak öyle u1, v1 ∈ (1/f)Z seçebiliriz ki, a³a§�daki e³itlik sa§lan�r:

E(c0) = ϕ(u1, v1, τ1)
12f . (2.12)

E§er f = (N) olursa, bu durumda b = 1 seçebilir ve (2.12) denkleminde [u1, v1] =

[0, 1/N ] çiftiyle i³lemlerimize ba³layabiliriz. Genel durumda [u1, v1] çifti f'ye asal uygun
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bir b ideali bulunarak hesaplanabilir.

Stark'�n kar³�l�kl�l�k teoremini kullanarak (Stark, 1980, p. 223),

σc(E(c0)) = E(cc0) = ϕ(uc, vc, τc)
12f

elde ederiz. Burada uc, vc ∈ (1/f)Z ve τc = τQ olur. Ayr�ca c s�n�f�n�n Hilbert cismine

indirgeni³i ve Q kuadratik formu ayn� s�n�fa denk gelir.

Bu noktadan itibaren sadelik için τc = τ1 durumuna yo§unla³aca§�z. Ayr�ca minimal

polinomlar� ufak elemanlar elde edebilmek amac�yla ec = 1 oldu§unu varsayaca§�z. Baz�

kar³�la³t�rmalar için Örnek 2.1.7'e bak�labilir.

τc = τ1 ve ec = 1 ³artlar� ancak ve ancak c s�n�f�n�n temel ideallerden olu³mas�

ve σc otomor�zmas�n�n 1'nin kökleri üzerindeki etkisinin baya§� olmas� durumunda

mümkündür. Böyle bir c ̸= 1 s�n�f� ancak ve ancak Kf ̸= H(ζW ) olmas� durumunda

mümkündür.

E§er Kf = H(ζW ) olursa, bu durumda �³�n s�n�f cismi Kf Hilbert s�n�f cismini üreten

elemanlar�n yan�nda siklotomik elemanlar� da kullan�larak elde edilebilir. Bu yüzden bu

noktadan sonra Kf ̸= H(ζW ) ³art� herhangi bir s�n�rlama getirmeyecektir.

Verilen f modulusuna göre ald�§�m�z c ideal s�n�f� τc = τ1 ve ec = 1 ³artlar�n�

sa§las�n. Verilen [u1, v1] çiftinden yola ç�karak [uc, vc] çiftini hesaplamak istiyoruz. I³�n

say� cismindeki 1'in kökleri say�s� olan W , 12f 'yi tam böler. Bu yüzden ℓ = 12f/W

pozitif bir tamsay� olacakt�r. E(1)W cebirsel bir eleman�n 12f 'ninci kuvveti oldu§u için,

a³a§�daki ifadeyi elde ederiz:

G(1) := ℓ
√
E(1) = ϕ(u1, v1, τ1)

W · ζ∗ℓ ∈ Kf.

Daha önceden tan�mlad�§�m�z gibiM = 12f 2 olsun. Öyle bir α ∈ WM,τ1 eleman� bulabiliriz

ki Kf'ye indirgeni³i σc otomor�zmas�na denk gelir ve Kf(ζℓ)/Kf geni³lemesinde a³ikar bir

³ekilde etki eder. Diyelim ki α̂ = α − 1 eleman� Z[G] grup halkas�nda bir eleman olsun.

Burada G = WM,τ1/{±I2} ve a³a§�dali e³itlik elde edilir:

G(1)α̂ =

[
ϕ(uc, vc, τc)

ϕ(u1, v1, τ1)

]W
∈ Kf.

Kolayca görülebilir ki [uc, vc] = [u1, v1] · α ve τc = τ1 olur. Ayr�ca ec = 1 ³art� yukar�daki

kesrin (2.11) denkleminden dolay� Kf'deki bir eleman�n W 'ninci bir kuvveti olmas�n�

gerektirir. I³�n s�n�f cismi Kf'deki 1'in sadece W kökü oldu§u için, a³a§�daki gibi bir

eleman tan�mlayabiliriz:

ϵ(c) :=
ϕ(uc, vc, τ1)

ϕ(u1, v1, τ1)
∈ Kf.
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Bu ifade 1'in W 'ninci bir köküyle çarp�m�na kadar iyi tan�mlad�r ve bir eliptik birim

eleman verir. Bu noktada Stark'�n kar³�l�kl�l�k teoremini kullanarak da benzer bir

sonuç elde edebilirdik (Küçüksakall�, 2011). Ancak idèlik yorumlama konuyu daha iyi

kavram�m�z� ve daha rahat i³lem yapmam�z� sa§lamaktad�r.

2.1.3 Sonuçlar

Algoritma

�imdiki amac�m�z ϵ(c)σ eliptik birim elemanlar�n� Gal(Kf/K) Galois grubundaki bütün

σ'lar için hesaplamakt�r. �lk olarak

(β,Q) ∈ WM,τ1 × Cl(dK)

biçiminde bir çift buluruz. Bu çiftin Kf �³�n say� cismine indirgeni³i σ'ya denk gelir. Çin

kalan teoremini kullnarak uQ modM matrisi hesaplanabilir (Gee, 2001, p. 46). Teorem

2.1.1 ve Teorem 2.1.2'i kullanarak β ·uQ ∈ GL(2,Z/MZ) matrisininin Siegel ϕ fonksiyonu

üzerindeki etkisi aç�k bir biçimde elde edilebilir. Sonuç olarak

ϕ(u, v, τ1)
(β,Q) = ϕ([u, v] · β · uQ, τQ) · ζQ

e³itli§ini elde ederiz. Buradaki 1'in kökü olan ζQ sadece Q'ya ba§l�d�r, u'ya veya v'ye

de§il. τc = τ1 ³art� pay ve paydadaki ζQ terimlerini sadele³tirir ve hesaplamalarda büyük

kolayl�k sa§lar. Sonuç olarak a³a§�daki formülü elde ederiz:

ϵ(c)σ =
ϕ([uc, vc] · β · uQ, τQ)
ϕ([u1, v1] · β · uQ, τQ)

. (2.13)

Di§er durumlarda da benzer ama karma³�k hesaplamalar yap�lmas� mümkündür. Bunun

için Örnek 2.1.7'e bak�labilir. A³a§�daki algoritma yukar�da aç�klad�§�m�z teorinin bir

özetidir ve (2.13) denklemindeki gibi elde edilebilir.

Algoritma I: ϵ(c) ve e³leniklerinin hesaplanmas�

Girdi: Diskriminant dK ve K'nin bir modulusu f.

Ç�kt�: ϵ(c) ve e³leniklerinin eksiksiz bir kümesi.

1. W 'yi hesapla ve Kf = H(ζW ) olup olmad�§�n� kontrol et.
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• E§er cevap EVETse, yaz: Hilbert s�n�f üreteçlerini ve siklotomik

elemanlar� kullan. ve sonuç olarak 0 ver.

• E§er cevap HAYIRsa, c ̸= 1, ec = 1 ve τc = τ1 ³artlar�n� sa§layan bir c s�n�f�

bul. Bir sonraki ad�ma geç

2. [u1, v1] çiftini hesapla. Bir sonraki ad�ma geç

3. α̂ matrisini üret ve [uc, vc] çiftini hesapla. Bir sonraki ad�ma geç

4. Cl(dK) s�n�f gurunundaki elemanlara denk gelen bütün indirgenmi³ ikili kuadratik

formlar�

[Q1, . . . , Qm]

³eklinde listele. Bunlara kar³�l�k gelen WM,τ1/{±I2} grubundaki matrisleri

[β1, . . . , βn]

³eklinde listele. Bir sonraki ad�ma geç

5. [uQ1 , . . . , uQm ] ve [τQ1 , . . . , τQm ] listelerini elde et. Bir sonraki ad�ma geç

6. 1 ≤ i ≤ n ve 1 ≤ j ≤ m için a³a§�daki eeliptik birim elemanlar� hesapla

ϵ(i, j) =
ϕ([uc, vc] · βi · uQj

, τQj
)

ϕ([u1, v1] · βi · uQj
, τQj

)
.

7. ϵ matrisini sonuç olarak ver.

Bu algoritmay� PARI/GP (PAR, 2014) program�nda yazd�k ve elde etti§imiz sonuçlar�

daha önce verilmi³ olan üreteçlerle k�yaslad�k. Geli³tirdi§imiz teori a³a§�daki teoremle

özetlenebilir:

Teorem 2.1.4. K kompleks kuadratik bir say� cismi ve f bu cismin birden farkl� bir ideali

olsun. Bu idealin içindeki en küçük pozitif tamsay� f olsun. Kf ̸= H(ζW ) ³art� sa§lans�n

ve c ̸= 1 s�n�f� temel ideallerden olu³an ve σc otomor�zmas� 1'in kökleri üzerinde a³ikar

bir ³ekilde etki eden bir s�n�f olsun. O zaman uc, vc, u1, v1 ∈ 1
f
Z say�lar�n� hesaplayan öyle

bir algoritma vard�r ki

ϵ(c) =
ϕ(uc, vc, τ1)

ϕ(u1, v1, τ1)
∈ Kf.

eliptik bir eleman olur. Ayr�ca bu algoritma bu eliptik birim eleman�n bütün e³leniklerini

eksiksiz bir biçimde elde etmemizi sa§lar.
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Bütün hesaplamalar�m�zda ϵ(c) birim eleman� Kf say� cisminin K üzerinde bir üreteci

olarak ortaya ç�kt�. Ayr�ca (Jung and Shin, 2011, Lemma 3.3)'n�n ispat� da bu tür

elemanlar�n Kf/K geni³lemesini üretebilece§ini tahmin etmemizi sa§l�yor. Bu yüzden

a³a§�daki sav� öne sürüyoruz.

Varsay�m 2.1.5. Teorem 2.1.4'in ³artlar� sa§lans�n. O zaman Kf/K cisim geni³lemesi

eliptik birim eleman ϵ(c) taraf�ndan üretilir.

A³a§�daki eksonuç Algoritma-I ile hemen elde edilir.

Ek Sonuç 2.1.6. Teorem 2.1.4'in ³artlar� sa§lans�n ve Sav 2.1.5 do§ru olsun. O zaman

ϵ(c) üretecinin K üzerindeki minimla polinomu h(x) ∈ O[x]'i hesaplayan bir algoritma

vard�r.

Varsayal�m hc(x) ve hϕ(x) polinomlar� s�ras�yla ϵ(c) ve (Jung and Shin, 2011)'daki

ϕ(0, 1/N, τ1)
12N/(6,N)

elemanlar�n Q üzerindeki minimal polinomlar� olsun. Ayr�ca γc ve γϕ de§erleri de bu

polinomlar�n katsay�lar�n�n azami mutlak de§erinin logaritmas� olsun. Deneysel olarak γc

ve γϕ kar³�la³t�rd�§�m�zda yeterince büyük N de§erleri için

r(N) :=
γϕ
γc

≈ 12N

OBEB(6, N)

kadar iyile³me elde etmeyi bekleriz. Bu iyile³me a³a§�da verilen örneklerde daha aç�k bir

biçimde görülebilir.

Örnekler

Örnek 2.1.7. K = Q(
√
−91) ve f = (5) olsun. Form s�n�f grubu a³a§�daki gibidir:

Cl(dK) = {[1, 1, 23], [5, 3, 5]}.

Ayr�ca W matris grubu a³a§�daki gibi elde edilir

W5,τ1/{±I2} =


[
1 0
0 1

]
,
[
2 0
0 2

]
,
[
−1 −23
1 0

]
,
[
0 −23
1 1

]
,
[
2 −23
1 3

]
,[ −2 −46

2 0

]
,
[ −1 −46

2 1

]
,
[
0 −46
2 2

]
 .

Bu iki kümeyi elde etmek ile �³�n s�n�f grubundaki s�n��ar� listelemek ile e³ de§erde oldu§u

Teorem 2.1.2'den de görülebilir.[u1, v1] = [0, 1/5] olarak seçelim. E§er (5, a, b) = 1 ise

ϕ(a/5, b/5, z) fonksiyonu M = 12 ·52 düzeyinde modüler bir fonksiyondur. I³�n s�n�f cismi
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K(5)'teki 1'in köklerinin say�s� ise W = 10 olarak bulunur. Bundan dolay� ℓ = 12·5/10 = 6

olur.

1. K�s�m: c1 s�n�f� (
[
−1 −46
2 1

]
, [5, 3, 5]) çiftine kar³�l�k gelsin. E§er Q = [5, 3, 5] ise

uQ ≡
[
293 169
276 49

]
modM olarak buluruz. α =

[
9 −46
2 11

]
matrisi WM,τ1 grubunun

[
−1 −46
2 1

]
'e 5

modunda denk olan bir eleman�d�r. Ayr�ca α · uQ çarp�m�n�n determinant� ℓ modundan

1'e denktir. det(α · uQ) ≡ 3 mod W oldu§unu kolayca hesaplar�z ve sonuç olarak ec1 = 5

oldu§unu elde ederiz. Bunun ard�ndan [0, 1/5] ·α ·uQ hesab� bize a³a§�daki de§erleri verir:

ϵ(c1) =

[
ϕ
(
3622
5
, 877

5
, τQ
)
· ζQ

ϕ
(
0, 1

5
, τ1
) ]5

∈ K(5).

Burada ζQ, 1'in onikinci bir köküdür ve sadece Q'ya ba§l�d�r. De§eri uQ matrisinin ϕ

üzerindeki etkisine bak�larak tam olarak bulunabilir. Bunu yapmak için uQ matrisini S, T

ve
[
1 0
0 d

]
cinsinden çarpanlar�na ay�rmak gerekir. Di§er taraftan bu ad�m c'yi a³a§�daki

gibi seçmemiz halinde gerekli olmayacakt�r.

2. K�s�m: c2 s�n�f�
([ −1 −46

2 1

]
, [1, 1, 23]

)
çiftine kar³�l�k gelsin. uQ ≡

[
1 0
0 1

]
modM

buluruz. α =
[ −1 −46

2 1

]
olur ve bu matrisin determinant� ℓ modundan 1'e denktir. Ayr�ca

det(α · uQ) = 1 olur ve buradan ec2 = 1 elde ederiz. Bunun ard�ndan [0, 1/5] · α · uQ
çarp�m�n� hesaplayarak a³a§�daki de§erleri elde ederiz:

ϵ(c2) =
ϕ
(
2
5
, 1
5
, τ1
)

ϕ
(
0, 1

5
, τ1
) ∈ K(5).

h1(x) ve h2(x) polinomlar� s�ras�yla ϵ(c1) ve ϵ(c2) elemanlar�n�n Q üzerindeki minimal

polinomlar� olsun. h1(x) polinomunun katsay�lar�n�n mutlak de§erleri h2(x) polinomunun

katsay�lar�n�n mutlak de§erlerine nazaran daha büyüktür. Bir kar³�la³t�rma yapmak için

c1 ve c2 say�lar� s�ras�yla bu polinomlar�n mutlak de§eri en büyük katsay�lar� olsun:

c1 = 14039306026984320878929721009202946,

c2 = 910425.

Daha önceden de tahmin edebilece§imiz gibi ikinci k�s�mdaki örnekte be³inci dereceden bir

iyile³me söz konusudur: log(c1)/ log(c2) ≈ 5.73015.

Örnek 2.1.8. f birinci dereceden asal ideallerin çarp�m� ³eklinde yaz�labilen (f, 6̄f) = 1

³art�n� sa§layan bir ideal olsun. Çin kalan teoremi sayesinde öyle bir t1 tamsay�s� vard�r

ki τ1 ≡ t1 mod f̄ ³art�n� sa§lar. Bu durumda f̄ = (f, τ1 + t1) olur. Bir a ∈ c0 ideali için

temel ideal (τ1 + t1)'ni (τ1 + t1) = f̄a ³eklinde yazal�m. b = f̄ ³eklinde bir seçim yaparak,

E(c0) = ϕ(1/f, t1/f, τ1)
12f ∈ Kf ifadesini elde ederiz. Sonuç olarak [u1, v1] = [1/f, t1/f ]
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olur.

Bu durumda Kf ∩ Kf̄ = H ³art� sa§lan�r ve buradan Kf cismindeki 1'in köklerininin

hepsinin H'de oldu§unu görürüz. c ̸= 1 temel ideallerden olu³an bir s�n�f olsun. σc
otomor�zmas�n�n Kf cismindeki 1'in kökleri üzerindeki etkisi a³ikar olacakt�r. M = 12f 2

olsun. Verilen bir σ ∈ Gal(Kf/H) için αa =
[
a 0
0 a

]
∈ WM,τ1 ³eklinde bir matris bulabiliriz.

Bu matrise kar³�l�k gelen etki Kf üzerinde σ'n�n etkisine denk olacakt�r. Daha önce de

belirtti§imiz gibi ℓ = 12f/W olsun. Genelli§i kaybetmeden det(αa) = a2 ≡ 1 (mod ℓ)

oldu§unu varsayal�m. O zaman ϵ(c) eliptik birim eleman�n herhangi bir e³leni§i a³a§�daki

formül ile bulunabilir:

ϵ(c)(β,Q) =
ϕ([ 1

f
, t1
f
] · αa · αb · uQ, τQ)

ϕ([ 1
f
, t1
f
] · αb · uQ, τQ)

=
ϕ([ab

f
, abt1

f
] · uQ, τQ)

ϕ([ b
f
, bt1

f
] · uQ, τQ)

.

Burada (αb, Q) çifti b ∈ (Z/MZ)∗ ve Q ∈ Cl(dK) ³artlar�n� sa§lar.

Örnek 2.1.9. Bu örnekte elde etti§imiz elemanlar ile (Jung and Shin, 2011, Example 3.8)

örne§inde verilen elemanlar� k�yasl�yoruz. K = Q(
√
−10) ve f = (6) olsun. Bu durumda

Kf cismindeki 1'in kökleri say�s� W = 24 olarak bulunur. Ayr�ca W grubu a³a§�daki

gibidir:

W6,τ1/{±I2} =


[
1 0
0 1

]
,
[
1 −10
1 1

]
,
[
3 −10
1 3

]
,
[
5 −10
1 5

]
,[

1 −20
2 1

]
,
[
3 −20
2 3

]
,
[
5 −20
2 5

]
,
[
1 −30
3 1

]
 .

Sekiz tane temel ideal s�n�f� aras�nda sadece ikisi, 1 ve 2
√
−10 + 3'e kar³�l�k gelen,

öyle matrislere sahiplerdir ki determinantlar� 24 modunda 1'e denk olsun. Daha önce de

belirtti§imiz gibi ℓ = 12 · f/24 = 3 olsun. Sonuç olarak α =
[
3 −20
2 3

]
∈ WM,τ1 matrisini

kullanmal�y�z. Burada M = 12 ·62 olur. α matrisinin determinant� ℓ modunda 1'e denktir.

Böylelikle a³a§�daki eliptik birim eleman� elde ederiz:

ϵ(c) =
ϕ(2

6
, 3
6
, τ1)

ϕ(0, 1
6
, τ1)

Bu eliptik birim eleman K(6) cisminde yer al�r. ϵ(c) birim eleman�n� ζ512 ∈ K(6) ile çarparak

gerçel bir say� elde ederiz ve bu eleman�n minimal polinomu a³a§�daki gibidir:

min(ϵ(c)ζ512, K) =

x16 + 8x15 − 18x14 − 68x13 + 50x12

+108x11 − 44x10 − 28x9 + 63x8

−28x7 − 44x6 + 108x5 + 50x4 − 68x3

−18x2 + 8x+ 1.

Bu polinom Jung, Koo ve Shin taraf�ndan bulunan a³a§�daki polinoma göre daha küçük
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katsay�lara sahiptir (Jung and Shin, 2011):

min

(
ϕ12

(
0,

1

6
, τ1

)
, K

)
=

x16 + 20560x15 − 1252488x14 − 829016560x13

−8751987701092x12 + 217535583987600x11

+181262520621110344x10 + 43806873084101200x9

−278616280004972730x8 + 139245187265282800x7

−8883048242697656x6 + 352945014869040x5

+23618989732508x4 − 1848032773840x3

+49965941112x2 − 425670800x+ 1.

Bir önceki örne§e benzer ³ekilde, polinomlar�n mutlak de§eri en büyük olan katsay�lar�n�

c1 ve c2 ve olarak belirleyelim:

c1 = 278616280004972730,

c2 = 108.

Bu hesaplamadan oldukça iyi bir iyile³menin oldu§unu görürüz: log(c1)/ log(c2) ≈ 8.57913.

Örnek 2.1.10. K = Q(
√
−11) ve f = (9) olsun. Bu örnekte Algoritma-I ile elde

etti§imiz polinom ile Bettner ve Schertz taraf�ndan verilen bir Θ ∈ Kf eleman�n�n minimal

polinomunu k�yaslayaca§�z (Bettner and Schertz, 2001, Example 3).

min (Θ, K) =

x18 + 9x17 + 36x16 + (−8τ1 + 91)x15

+(−78τ1 + 150)x14 + (−294τ1 + 45)x13

+(−492τ1 − 479)x12 + (−120τ1 − 1020)x11

+(816τ1 − 327)x10 + (1068τ1 + 1469)x9

+(−18τ1 + 1707)x8 + (−882τ1 − 357)x7

+(−288τ1 − 1523)x6 + (516τ1 − 345)x5

+(390τ1 + 540)x4 + (2τ1 + 219)x3

+(−6τ1 − 15)x2 + (6τ1 + 15)x+ 1.

Di§er taraftan ϵ(c) = ϕ(7/3,−2/9, τ1)/ϕ(0, 1/9, τ1) eliptik birim eleman�n�n minimal
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polinomu a³a§�daki gibidir:

min (ϵ(c), K) =

x18 + 3x17 + (−6τ1 + 3)x16 + (5τ1 − 4)x15

+(−6τ1 + 18)x14 + (3τ1 − 3)x13

+(−12τ1 + 40)x12 + (−6τ1 + 6)x11

+(−15τ1 + 63)x10 − 2x9 + (15τ1 + 78)x8

+(6τ1 + 12)x7 + (12τ1 + 52)x6 + (−3τ1 − 6)x5

+(6τ1 + 24)x4 + (−5τ1 − 9)x3 + (6τ1 + 9)x2

+3x+ 1.

Daha önceki örneklere benzer ³ekilde cΘ ve cϵ(c) s�ras�yla yukar�daki polinomlar�n

katsay�lar�n�n en büyük mutlak de§erli olana olsun. Buradan log(cΘ)/ log(cϵ(c)) ≈ 1.76212

buluruz. Algoritma-I taraf�ndan üretilen elemanlar�n minimal polinomunda ufak da olsa

bir iyili³me görülmektedir. Ama bu ufak iyile³me elde etti§imiz yegane avantaj de§ildir.

Bu iyile³menin yan� s�ra Algoritma-I f modulusu üzerinde hiçbir k�s�tlama getirmez. Di§er

taraftan Bettner ve Schertz taraf�ndan verilen metod sadece özel ve çok k�s�tl� durumlarda

uygulanabilir.

Olas� Uygulamalar

Bu bölümde verdi§imiz algoritman�n�n olas� uygulamalar�n� ve hesaplamalar�n nas�l

daha genel hale getirebilece§imiz listeleyece§iz.

�lk olarak, Algoritma-I taraf�ndan verilen ϵ(c) elemanlar�nKf cisminiK üzerinde üretip

üretmedi§ini ara³t�rmak ilginç bir problem olabilir. Ayr�ca bu birim elemanlar�n, Hilbert

s�n�f cisminden gelen birim elemanlarla beraber U(OKf
) birim eleman grubunun sonlu

indisli bir alt grubunu olu³turup olu³turmad�§�n� bulmak önemli bir uygulama olacakt�r.

�kinci olarak Klebel'in (Klebel, 1996) sonuçlar�ndan yola ç�karak elde etti§imiz

elemanlardan kuvvetsel bir baz bulman�n mümkün olup olmayca�§�n� ara³t�rmak istiyoruz.

Böyle bir baz�n bulunmas� halinde baz� Diophantine denklemlerini çözmek mümkün

olacakt�r (Gaal, 2002).

Bir di§er ara³t�rma konusu olarak buldu§umuz algoritmay� kompleks çarp�m teorisinin

di§er durumlar�na genelle³tirmeyi dü³ünüyoruz (Küçüksakall�, 2013). Bu sayede herhangi

bir halka s�n�f cismini (ring class �eld) K üzerinde üretmek mümkün olabilecektir.

Son olarak elde etti§imiz bu eliptik birim elemanlar�n�n Hilbert s�n�f cismine

indirgenmi³ normlar�n�n olu³turdu§u çarp�msal birim eleman grububu incelemek ilginç

olabilir. Bu sayede çe³itli Hilbert s�n�f üreteçleri elde etmek mümkün olacakt�r. Bu

tür üreteçlerin kompleks çarp�m teorisinin uygulamalar�n�n içinde yeri büyüktür. Örnek

vermek gerekirse bu tür elemanlar asall�k ispatlama, grup ve e³leme tabanl� kriptogra�de
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kullan�labilir. Bu konular�n detaylar� için (Atkin and Morain, 1993), (Morain, 2007),

(Blake and Smart, 1999), (Blake and Smart, 2005) veya (Freeman and Teske, 2010)

referanslar�na bak�labilir.

2.2 F2 Üzerinde Tan�mlanan �kinci Dereceli Özyineli

Fonksiyon Cisimleri Kuleleri

2.2.1 Giri³

Sonlu cisimler üzerinde tan�mlanan özyineli cebirsel fonksiyon cisimleri kuleleri ilk

olarak 1995 y�l�nda A. Garcia ve H. Stichtenoth taraf�ndan (Garcia and Stichtenoth, 1995)

makalesinde sunulmu³tur. Literatürde herhangi bir sonlu cisim Fq üzerinde birçok özyineli

cebirsel fonksiyon cisimleri kuleleri örnekleri bulunmaktad�r, örne§in bkz. (Bassa, 2006),

(Beelen and Stichtenoth, 2004), (Beelen and Stichtenoth, 2006), (Garcia and Stichtenoth,

1996), (Hess and Tutdere, 2013) vs. Diyelim ki F = (Fn)n≥0 herhangi bir sonlu Fq

cismi üzerinde tan�mlanan ikinci dereceden özyineli bir cebirsel fonksiyon cisimleri kulesi.

Yani; F kulesi Fq üzerinde tan�mlanan öyle bir özyineli kule ki bütün n ≥ 1 için

[Fn : Fn−1] = 2 dir. Herhangi bir r ≥ 1 tam say�s� için Br(Fn) ve g(Fn), Fn/F2 nin

s�ras�yla r mertebeli yerlerin say�s� ve cinsi olmak üzere βr(F) := limn→∞Br(Fn)/g(Fn)

olsun. En az bir r için βr(F) > 0 olan kulelere potansiyeli iyi olan kuleler

diyece§iz. Literatürde, potansiyeli iyi olan birçok kule örne§i bulunmaktad�r, örne§in

bkz.(Bassa and Stichtenoth, 2012), (Garcia and Stichtenoth, 1995), (Hess and Tutdere,

2013) vs.. Kodlama teorisi ve kriptogra� gibi alanlardaki öneminden dolay� özellikle r = 1

durumu birçok ara³t�rmac� taraf�ndan çal�³�lm�³t�r.

Sonlu cisim Fq öyle ki q = pk, burada p asal ve k ≥ 2, ise literatürde β1(F) >

0 olan birçok kule örnekleri mevcuttur, örne§in bkz. (Garcia and Stichtenoth, 1995),

(Garcia and Stichtenoth, 1996). Bu kulelere özel olarak asimptotik olarak iyi olan kuleler

denilmektedir. Ancak, q = p oldu§u durumlarda asal sonlu cisim Fp üzerinde özyineli

asimptotik olarak iyi olan özyineli cebirsel fonksiyon cisimleri kulelerin varl�§� henüz

bilinmemektedir. Bu proje kapsam�nda yap�lan çal�³taylarda bu problem üzerine baz�

tart�³malarda bulunduk. Daha sonra bu problemin p = 2 durumunu ele ald�k. Özel olarak

ikinci dereceden olan kuleler üzerinde çal�³t�k.

Öncelikle en küçük asal sonlu cisim olan F2 üzerinde tan�mlanan potansiyeli iyi olan

ikinci dereceli özyineli kuleler üzerine çal�³t�k. Bu kulelerin hangi tür denklemlerle ifade

edilebilece§i üzerine çal�³t�k ve bu denklemlerin bir s�n��and�rmas�n� verdik. Daha sonra

da elde etti§imiz bu kuleler için β1 de§erini hesaplad�k ve birçok durumda bu de§erin s�f�r
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oldu§u sonucuna vard�k.

2.2.2 Genel Bilgiler

Cebirsel Fonksiyon Cisimleri

Bu bölümde k�saca cebirsel fonksiyon cisimlerini tan�taca§�z. Bu bölüm boyunca K ile

herhangi bir cismi gösterece§iz.

Tan�m 2.2.1. Diyelim ki F ,K cisminin bir geni³lemesidir.K üzerinde a³k�n olan herhangi

bir x ∈ F eleman� için e§er F , K(x) cisminin sonlu bir cebirsel geni³lemesi ise F/K ya K

üzerinde tek de§i³kenli cebirsel fonksiyon cismi denir.

Kolayl�k olsun diye F/K ya bir fonksiyon cismi diyece§iz. Diyelim ki

K̃ := {z ∈ F |z, K üzerinde cebirsel}.

Bu durumda K ⊆ K̃ ⊆ F oldu§u aç�kt�r. K̃ kümesine F/K n�n sabitlerinin cismi denir.

K̃ = K oldu§unda K, F nin içinde cebirsel olarak kapal�d�r ya da K, F/K n�n tüm

sabitlerinin cismidir denir.

Aç�klama 2.2.2. K üzerinde a³k�n olan F nin elemanlar� ³u ³ekilde karakterize edilebilir:

z ∈ F eleman� K üzerinde a³k�nd�r ancak ve ancak F , K(z) nin sonlu bir geni³lemesidir.

Örnek 2.2.3. En basit cebirsel fonksiyon cisim örne§i rasyonel fonksiyon cismidir. E§er

K üzerinde a³k�n olan baz� x ∈ F için F = K(x) ise F/K ya rasyonel fonksiyon cismi

denir.

�imdi de cebirsel fonksiyon cisimleri için önemli olan yer kavram�n� tan�taca§�z. Bunun

için öncelikle ³u tan�ma ihtiyac�m�z var.

Tan�m 2.2.4. Bir fonksiyon cisminin de§erlendirme halkas� O ⊆ F a³a§�daki ko³ullar�

sa§layan bir halkad�r:

(i) K ( O ( F ,

(ii) her z ∈ O için z ∈ O ya da z−1 ∈ O dir.

Örne§in; rasyonel fonksiyon cismi K(x)/K için bir de§erlendirme halkas� ³u ³ekilde

verilebilir: verilen ayr�³maz bir monik p(x) ∈ K[X] polinomu için diyelim ki

Op(x) := {f(x)
g(x)

∈ K(x)| f(x), g(x) ∈ K[x] ve p(x) - g(x)}.

Bu durumda Op(x), K(x)/K nin bir de§erlendirme halkas� olur.
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Önerme 2.2.5. Diyelim ki O, F/K fonksiyon cisminin bir de§erlendirme halkas�d�r. Bu

durumda a³a§�dakiler olur:

(i) O bir lokal halkad�r. Yani; O halkas�n�n sadace bir P = O \ O∗ maksimal ideali

vard�r. Burada O∗ = {z ∈ O| baz� w ∈ O için zw = 1 dir}.

(ii) x ∈ F olsun. O zaman x ∈ P ancak ve ancak x−1 /∈ P dir.

(iii) F/K n�n tüm sabitlerinin cismi olan K̃ için K̃ ⊆ O ve K̃ ∩ P = {0} d�r.

Tan�m 2.2.6. Bir fonksiyon cismi F/K n�n herhangi bir de§erlendirme halkas�n�n P

maksimal idealine F/K n�n bir yeri denir.

Bir fonksiyon cisminin yerleri ve de§erlendirme halkalar� ayr�k de§erlendirme denilen

baz� gönderimlerle de tan�mlanabilir.

Tan�m 2.2.7. A³a§�daki ko³ullar� sa§layan herhangi bir v : F → Z ∪ {∞} gönderimine

F/K fonksiyon cisminin bir ayr�k de§erlendirmesi denir:

(1) v(x) = ∞ ⇐⇒ x = 0.

(2) Bütün x, y ∈ F için v(xy) = v(x) + v(y) olur.

(3) Bütün x, y ∈ F için v(x+ y) ≥ min{v(x), v(y)} dir.

(4) Öyle bir z ∈ F vard�r ki v(z) = 1 dir.

(5) Bütün 0 ̸= a ∈ K için v(a) = 0 dir.

Tan�m 2.2.7 kullan�larak bir fonksiyon cisminin bir yeri P ve de§erlendirme halkas�

OP ³u ³ekilde tan�mlanabilir:

Önerme 2.2.8. Diyelim ki F/K bir fonksiyon cismidir ve vP de F/K n�n ayr�k bir

de§erlendirmesidir. Diyelim ki

OP := {z ∈ F | vP (z) ≥ 0} ve P := {z ∈ F | vP (z) > 0}.

O zaman OP , F/K n�n bir de§erlendirma halkas�d�r ve P de OP nin maksimal ideali,

yani F/K nin bir yeridir. Di§er taraftan F/K n�n her bir P yeri bir ayr�k de§erlendirme

tan�mlar. Yani; F/K n�n ayr�k de§erlendirmeleri ile yerleri aras�nda birebir e³leme vard�r.

Herhangi bir lokal OP halkas� ve onun maksimal ideali P için OP/P bölümünün bir

cisim oldu§unu hat�rlayal�m.
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Tan�m 2.2.9. Diyelim ki OP , F/K fonksiyon cisminin bir de§erlendirme halkas� ve P de

OP nin maksimal ideali olan F/K n�n bir yeridir.

(a) FP := OP/P cismine P nin kalan s�n�f cismi denir.

(b) FP ⊇ K cisim geni³lemesinin derecesine P nin derecesi denir ve degP ile gösterilir.

Derecesi bir olan yerlere rasyonel yer denir. F/K n�n her bir P yeri için e§er 0 ̸=
x ∈ P ise degP ≤ [F : K(x)] <∞ dir.

Bölüm 2.2.3 de fonksiyon cisimlerinin yerlerinin say�s�n�n ve cinsinin hesaplanmas�

üzerindeki çal�³malar�m�z�n detaylar� verilmektedir. Bir fonksiyon cisminin cinsi için

burada sadace a³a§�daki tan�m�n verilmesini yeterli buluyoruz. Bir fonksiyon cisminin

cinsinin tam tan�m� için daha fazla kavramlar�n tan�mlanmas� gerekiyor. Bunun için bkz.

(Stichtenoth, 2009a).

Tan�m 2.2.10. Herhangi bir F/K fonksiyon cisminin cinsi F/K ya özgü olan negatif

olmayan bir tam say�d�r. Her fonksiyon cisminin sadace bir cins de§eri vard�r.

Cebirsel Fonksiyon Cisimleri Kuleleri

Diyelim ki Fq, q tane eleman� olan bir sonlu cisim. Burada q = pk, p bir asal say�

ve k ∈ N. Bu bölüm boyunca F/Fq ile tüm sabitlerinin cismi Fq olan cebirsel fonksiyon

cisimlerini ele alaca§�z. S�ras�yla, g(F ), Br(F ) (r ∈ N) ve P(F ) ile F/Fq nin cinsi, derecesi

r olan yerlerin say�s� ve bütün yerlerin olu³turdu§u kümeyi gösterece§iz.

Tan�m 2.2.11. Sonsuz bir Fn/Fq fonksiyon cisimleri dizisi F = (Fn)n≥0 e§er a³a§�daki

ko³ullar� sa§l�yorsa bu diziye kule denir:

(i) F0 $ F1 $ F2 $ . . . ,

(ii) bütün Fn+1/Fn geni³lemeleri sonlu ve ayr�³abilir,

(iii) n→ ∞ iken g(Fn) → ∞.

Tan�m 2.2.12. Diyelim ki F = (Fn)n≥0 sonlu cisim Fq üzerinde tan�mlanan bir kule ve

r ∈ N. Reel de§erleri olan

νr(F) = lim
n→∞

Br(Fn)

[Fn : F0]
, βr(F) = lim

n→∞

Br(Fn)

g(Fn)
ve γ(F) = lim

n→∞

g(Fn)

[Fn : F0]

limitlerine s�ras�yla F/Fq n�n genel de§i³mezleri ve cinsi denir.

Herhangi bir sonlu cisim Fq üzerinde tan�mlanan bütün F fonksiyon cisimleri kuleleri

ve r ≥ 1 için βr(F) = νr(F)/γ(F) oldu§u tan�mdan aç�kt�r.
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Tan�m 2.2.13. Herhangi bir F/Fq fonksiyon cisimleri kulesi için e§er en az bir r ≥ 1 için

βr(F) > 0 ise F/Fq kulesine potansiyeli iyi olan kule denir.

�imdi de ikinci dereceli özyineli kuleleri tan�yal�m.

Tan�m 2.2.14. Diyelim ki F = (Fn)n≥0 sonlu cisim Fq üzerinde tan�mlanan bir kule ve

f(X, Y ) ∈ Fq(X, Y ) sabit olmayan bir rasyonel fonksiyon.

(a) Farzedelim ki öyle xn ∈ Fn (n ≥ 0 için) elemanlar� vard�r ki a³a§�daki olur:

Fn+1 = Fn(xn+1) öyle ki bütün n ≥ 0 için f(xn, xn+1) = 0.

O zaman F kulesi özyineli olarak sonlu cisim Fq üzerinde f(X, Y ) = 0 denklemi

ile tan�mlan�r denir.

(b) E§er bütün n ≥ 0 için [Fn+1 : Fn] = 2 ise F/Fq kulesine ikinci dereceli kule denir.

(c) Diyelim ki F := Fq(x, y) öyle ki x ve y elemanlar� f(x, y) = 0 denklemini sa§las�n. O

zaman F/Fq fonksiyon cismine F/Fq kulesinin temel fonksiyon cismi denir (F ∼= F1

oldu§u aç�kt�r).

(d) f(Y,X) = 0 denklemi taraf�ndan Fq üzerinde özyineli olarak ta�mlanan G/Fq

kulesine F/Fq kulesinin e³lek (dual) kulesi denir.

Özyineli kulelelerin de§i³mezleri (Hasegawa, 2007), (Hess and Tutdere, 2013),

(Lebacque, 2007) ve (Tutdere, 2009a) gibi birçok yerde çal�³�lm�³t�r. Sonlu cisim Fq

üzerinde tan�mlanan özyineli kulelerin de§i³mezleri için a³a§�daki s�n�r iyi bilinmektedir,

örne§in bkz. (Tsfasman, 1992, Corollary 1):

Teorem 2.2.15 (Generalized Drinfeld-Vladut Bound). Diyelim ki F = (Fn)n≥0 sonlu

cisim Fq üzerinde tan�mlanan özyineli bir kule. O zaman bütün r ∈ N için

βr(F) ≤ (qr/2 − 1)/r olur.

Özellikle, r = 1 durumu oldukça birçok ara³t�rmac� taraf�ndan çal�³�lm�³t�r,

örne§in bkz. (Bassa and Stichtenoth, 2012), (Garcia and Stichtenoth, 1995),

(Garcia and Stichtenoth, 1996) vs. Ayr�ca, herhangi bir F/Fq için β1(F) ≤ A(q), burada

A(q) bilinen Ihara sabitidir. Bu yüzden, r = 1 durumu kriptogra� ve kodlama teorisi gibi

alanlarda kullan�lmaktad�r. Literatürde q = pk, burada p asal ve k ≥ 2 iken β1 de§i³mezi

pozitif olan özyineli bir çok kule mevcuttur, örne§in bkz. (Bassa and Stichtenoth, 2012).

Ancak, q = p asal iken Fq üzerinde tan�mlanan β1 de§i³mezi pozitif olan özyineli kulelerin
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varl�§� henüz bilinmemektedir. Bu problem özyineli cebirsel fonksiyon cisimleri kuleleri

alan�ndaki en önemli ve zor problemlerden biridir.

A. Garcia, H. Stichtenoth ve M. Thomas (Garcia and Stichtenoth, 1997) asal olmayan

sonlu cisimler üzerinde tan�mlanan Kummer türü özyineli ve β1 de§i³mezi pozitif olan

kulelerin in³as�yla ilgili bir metod sunmu³lard�r. Jr. H. W. Lenstra, (Lenstra, 2002)

makalesinde bu metodun asal cisimler üzerinde çal�³mad�§�n� göstermi³tir. Yani; bu

metodla asal cisimler üzerinde tan�mlanan özyineli fonksiyon cisimleri kulelerinin β1

de§i³mezi s�f�rd�r.

Bu proje kapsam�nda, en küçük asal cisim olan F2 üzerinde ikinci dereceli özyineli

kuleleri tan�mlayan f(X,Y ) ∈ F2(X, Y ) rasyonel fonksiyonlar� inceledik. Sonuç olarak

potansiyeli iyi olan yani en az bir r ≥ 1 için βr de§i³mezi pozitif olan F2 üzerinde ikinci

dereceli özyineli kuleler tan�mlayan bütün f(X, Y ) ∈ F2(X,Y ) rasyonel fonksiyonlar�n bir

s�n��and�rmas�n� elde ettik. Ayr�ca, elde etti§imiz her rasyonel fonksiyonun tan�mlad�§�

kulenin β1 de§i³mezini inceledik ve bu s�n�ftaki kulelerin neredeyse hepsinin β1

de§i³mezinin s�f�r oldu§u sonucuna vard�k.

2.2.3 Gereç, Yöntem ve Sonuçlar

Bu bölümde sonlu cisimler üzerinde potansiyeli iyi olan özyineli kuleleri tan�mlayan

f(X, Y ) ∈ Fq(X,Y ) rasyonel fonksiyonlar� inceleyece§iz. Esas olarak; sonlu asal cisimler

üzerinde tan�mlanan potansiyeli iyi olan özyineli fonksiyon cisimleri kuleleri problemi

ile ilgili çal�³malar�m�z� sunaca§�z. Daha özel olarak; F2 üzerinde tan�mlanan ikinci

dereceli özyineli ve potansiyeli iyi olan kuleleri tan�mlayan f(X, Y ) ∈ F2(X,Y ) rasyonel

fonksiyonlar�n bir s�n��and�rmas�n� verece§iz. Ayr�ca, bu kulelerin β1 de§i³mezlerini

inceleyece§iz. Bu bölümdeki sonuçlar (Stichtenoth and Tutdere, 2014) ve bu proje

kapsam�nda 29-30 May�s 2014 te �stanbul'da yap�lan "Mathematical Aspects of Curve

Based Cryptography" ba³l�kl� çal�³tayda sunulmu³tur.

Bu bölümde Fq ile q elemanl� sonlu bir cisim ve F = (Fn)n≥0 ile de Fq üzerinde

tan�mlanan özyineli bir fonksiyon cisimleri kulesi gösterilecektir. Bu bölümde kullan�lan

temel kavramlar�n tan�mlar� Bölüm 2.2.2'de verilmi³tir. Bu bölüm boyunca F/Fq ile

özyineli bir cebirsel fonksiyon cisimleri kulesini gösterece§iz. Yani; F/Fq kulesi bir

f(X, Y ) = 0 denklemi taraf�ndan özyineli olarak sonlu cisim Fq üzerinde tan�mlanabilir.

Bu konu üzerindeki çal�³mamlar�m�z sonucunda elde etti§imiz ana sonucumuz a³a§�daki

teoremde verilmi³tir.

Teorem 2.2.16. Farzedelim ki F/F2 ikinci dereceli özyineli potansiyeli iyi olan bir kule.

O zaman F/Fq kulesinin temel foksiyon cismi F/F2 eliptik bir fonksiyon cismidir öyle ki

B1(F ) ∈ {2, 3, 4, 5} ve izomor�zma ve e³leni§e kadar a³a§�dakiler olur:

27



(a) B1(F ) = 2 ise F/F2 yi tan�mlayan sadace bir denklem vard�r ve β3(F) = 1
2
ve bütün

r ̸= 3 için βr(F) = 0 .

(b) B1(F ) = 3 ise F/F2 yi tan�mlayan sadace üç denklem vard�r ve β1(F) = 0.

(c) B1(F ) = 4 ise F/F2 yi tan�mlayan sadace alt� denklem vard�r ve β1(F) = 0.

(d) B1(F ) = 5 ise F/F2 yi tan�mlayan sadace dört denklem vard�r.

�imdi de bu teoremin kan�t� için kulland�§�m�z baz� metod ve sonuçlar� verece§iz.

Öncelikle, diyelim ki F = (Fn)n≥0 sonlu cisim Fq üzerinde tan�mlanan bir kule ve G =

(Gn)n≥0 kulesi de F kulesinin e³lek kulesi olsun. Bu durumda tan�m gere§i bütün n ≥ 0

için Fn
∼= Gn oldu§u için bütün r ≥ 1 için

νr(F) = νr(G), γ(F) = γ(G), ve bu yüzden βr(F) = βr(G) olur.

�imdi de diyelim ki A =

(
a b

c d

)
∈ GL(2,Fq) (yani; a, b, c, d ∈ Fq ve ad ̸= bc) ve u,

Fq cisminin bir geni³lemesinde yer alan cu + d ̸= 0 ko³ulunu sa§layan bir eleman olsun.

Diyelim ki

A · u :=
au+ b

cu+ d
.

F/Fq, f(X) = g(Y ), burada f(T ), g(T ) ∈ Fq(T ), denklemi taraf�ndan özyineli olarak

tan�mlanabilen bir kule olsun. (Beelen and Stichtenoth, 2006) makalesinde ³unun kan�t�

verilmi³tir: herhangi bir A ∈ GL(2,Fq) için f(A · X) = g(A · Y ) denklemi de özyineli

olarak F kulesini tan�mlar. Aç�klama 2.2.17 de bu sonucun daha geni³ bir genellemesini

verece§iz. Bu genellemenin kan�t� da (Beelen and Stichtenoth, 2006) makalesinde verilen

kan�ta benzer ³ekilde yap�labilir.

Aç�klama 2.2.17. F/Fq, f(X,Y ) = 0 denklemi tarf�ndan tan�mlanan bir kule olsun.

Herhangi bir A ∈ GL(2,F2) için f(A · X,A · Y ) = 0 denklemi de F/Fq kulesini

tan�mlar. Ayr�ca, f1(X, Y ), f2(X, Y ) ∈ F2[X,Y ] aralar�nda asal polinomlar olmak üzere

f(X, Y ) = f1(X,Y )
f2(X,Y )

= 0 ve f1(X, Y ) = 0 denklemleri özyineli olarak Fq üzerinde ayn� kuleyi

tan�mlarlar.

Lemma 2.2.18. Diyelim ki F = (Fn)n≥0 sonlu cisim Fq üzerinde f(X, Y ) = 0

denklemiyle tan�mlanan bir kule öyle ki baz� k ≥ 1 için g(Fk−1) = 0 ve g(Fk) ≥ 1.

Diyelim ki bütün i ≥ 0 için Gi := Fi+k−1. O zaman Gi/Fq cebirsel fonksiyon cisimleri

dizisi G := (Gi)i≥0 temel fonksiyon cismi rasyonel olmayan özyineli bir kuledir.

Aç�klama 2.2.19. Lemma 2.2.18 den dolay� temel fonksiyon cisminin cinsi bir ve birden

büyük olan F/Fq kulelerini ele almak yeterlidir.
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Herhangi bir f(X, Y ) ∈ Fq(X,Y ) rasyonel fonksiyonu f1(X,Y ), f2(X, Y ) ∈ Fq[X, Y ]

birer polinom ve f2(X,Y ) ̸= 0 olmak üzere f(X, Y ) = f1(X, Y )/f2(X, Y ) biçiminde

yaz�labilece§ini biliyoruz. Farzedelim ki f1(X,Y ) ve f2(X, Y ) polinomlar� aralar�nda asal.

O zaman T = X ya da T = Y için degT f(X,Y ) := max{degT f1(X, Y ), degT f2(X,Y )}
de§erlerine s�ras�yla f(X,Y ) fonksiyonun X ya da Y de§i³kenine göre derecesi diyece§iz.

Lemma 2.2.20. Farzedelim ki F/Fq, degX f(X, Y ) ̸= degY f(X, Y ) olmak üzere

f(X, Y ) = 0 denklemi taraf�ndan tan�mlanan bir kuledir. O zaman bütün r ≥ 1 için

βr(F) = 0 olur.

�imdi F kulesini bir f(X,Y ) = 0 denklemi taraf�ndan F2 üzerinde tan�mlanan ikinci

dereceli potansiyeli iyi olan bir kule oldu§unu varsayal�m. Lemma 2.2.20 den dolay�

degX f(X, Y ) = degY f(X, Y )=2 olur. Ba³ka bir deyi³le, F/F2 kulesinin temel fonksiyon

cismi F/F2 için f(x, y) = 0 olmak üzere F = F2(x, y) öyle ki [F : F2(x)] = [F : F2(y)] = 2

dir. Riemann'n�n E³itsizli§i (Riemann's Inequality) (Stichtenoth, 2009a, Corollary 3.11.4)

sonucundan F/F2 fonksiyon cisminin cinsi g ≤ 1 olur. Ayr�ca, Hasse-Weil s�n�r�n�

(Stichtenoth, 2009a, Theorem 5.2.3) kullanarak g = 1 iken 1 ≤ B1(F ) ≤ 5 sonucunu

elde ederiz, yani bu durumda F/F2 eliptik bir fonksiyon cismidir.

Önerme 2.2.21. F2 üzerindeki izomor�zmaya kadar her n ∈ {1, 2, 3, 4, 5} için B1(F ) = n

olan F2 üzerinde sadace bir F := F2(x, y) eliptik fonksiyon cismi vard�r. Bu fonksiyon

cisimleri aç�k olarak a³a§�daki gibi ifade edilebilir:

(i) B1(F ) = 1 ve y2 + y = x3 + x+ 1,

(ii) B1(F ) = 2 ve y2 + y = (x2 + x+ 1)/x,

(iii) B1(F ) = 3 ve y2x+ yx2 + 1 = 0,

(iv) B1(F ) = 4 ve y2 + y = x/(x2 + x+ 1),

(v) B1(F ) = 5 ve y2x+ y = x2 + 1.

Buraya kadar verdi§imiz lemma ve aç�klamlar� kullanarak ³u sonuca vard�k:

Teorem 2.2.22. Farzedelim ki F = (Fn)n≥0 potansiyeli iyi olan ikinci dereceli f(X,Y ) =

0 denklemi taraf�ndan F2 üzerinde tan�mlanan özyineli bir kule. O zaman a³a§�dakiler

olur:

(a) G/F2, F/F2 kulesinin e³leni§i ise bütün r ≥ 1 için βr(F) = βr(G).

(b) Herhangi bir A ∈ GL(2,F2) için f(A·X,A·Y ) = 0 denklemi de F kulesini tan�mlar.
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(c) degX f(X,Y ) = degY f(X,Y ) = 2 dir.

(d) Genelli§i kaybetmeksizin F1/F2, B1(F1) ∈ {1, 2, 3, 4, 5} olan bir eliptik fonksiyon

cismidir.

(e) f(X,Y ) ̸= f(Y,X).

�spat. Burda (a)-(d) daha önce verdi§imiz lemma ve aç�klamalar�n sonucudur. (e) de

(Garcia and Stichtenoth, 2000, Lemma 2.7) de verilmi³tir. 2

�imdi farzedelim ki F = (Fn)n≥0, sonlu cisim F2 üzerinde f(X,Y ) = 0 denklemiyle

tan�mlanan ikinci dereceli özyineli bir kule ve F1/F2 de F/F2 nin temel fonksiyon cismidir.

Kolayl�k olsun diye diyelim ki F := F1. Teorem 2.2.22(d) den genelli§i kaybetmeksizin

baz� x, y ∈ F öyle ki f(x, y) = 0 için F = F2(x, y) dir ve F/F2, baz� n ∈ {2, 3, 4, 5} için

B1(F ) = n olan bir eliptik fonksiyon cismidir. Önerme 2.2.21 den F/F2 nin izomor�zmaya

kadar n tane rasyonel yeri olan tek bir eliptik fonksiyon cismi oldu§unu biliyoruz. Ayr�ca,

F/F2 a�aa§�daki kümede yer alan denklemler taraf�ndan da ifade edilebildi§ini biliyoruz.

Sn := {f(A ·X,B · Y ) = 0 | A,B ∈ GL(2,F2)}.

Teorem 2.2.22(b) den herhangi A,B ∈ GL(2,F2) ve f(X, Y ) ∈ F2(X, Y ) için f(A ·
X,B · Y ) = 0 ve f(X,A−1 · (B · Y )) = 0 denklemleri F2 üzerinde ayn� fonksiyon cisimleri

dizisi tan�mlarlar. Bu yüzden, her f(X,Y ) ∈ F2(X, Y ) için f(X,A · Y ) = 0, burada

A ∈ GL(2,F2), öyle ki f(x, y) = 0 ve a³a§�daki ko³ulu sa§layan denklemleri incelemek

yeterlidir:

degX f(X,Y ) = [F : F2(x)] = [F : F2(y)] = degY f(X,Y ) = 2.

�imdi s�ras�yla her n ∈ {1, 2, 3, 4, 5} için elde etti§imiz sonuçlar� sunaca§�z.

Önerme 2.2.23. Sonlu cisim F2 üzerinde potansiyeli iyi olan ikinci dereceli özyineli ve

temel fonksiyon cismi F/F2 için B1(F ) = g(F ) = 1 olan bir F/F2 kulesi tan�mlayacak

herhangi bir f(X,Y ) = 0 denklemi yoktur.

Bu bölümün geri kalan k�sm�nda a³a§�daki kavram� s�k s�k kullanaca§�z:

Tan�m 2.2.24. Diyelim ki F bir cisim ve farzedelim ki F2(x), F nin bir altcismi öyle ki

[F : F2(x)] = 2 dir. O zaman F2(x), F cisminin derecesi iki olan bir alt cismidir diyece§iz.

Teorem 2.2.25. Farzedelim ki F/F2 potansiyeli iyi olan ikinci dereceli özyineli ve temel

fonksiyon cismi F/F2 için B1(F ) = 2 olan bir kule. O zaman e³lenik ve izomor�zmaya
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kadar F/F2 a³a§�daki denklemle tan�mlanabilir:

Y 2 + Y =
X2 +X + 1

X
. (2.1)

Ayr�ca, β3(F) = 1
2
ve bütün r ̸= 3 için βr(F) = 0 dir.

Teorem 2.2.25 nin ispat� için a³a§�daki lemmay� kulland�k.

Lemma 2.2.26. Diyelim ki F/F2 bir eliptik fonksiyon cismi öyle ki B1(F ) = 2. O zaman

F cisminin derecesi iki olan sadace iki farkl� altcismi F2(x) ve F2(y) vard�r ve a³a§�daki

durum sa§lan�r:

y2 + y =
x2 + x+ 1

x
. (2.2)

�imdi de temel fonksiyon cismi F/F2 nin üç tane rasyonel yeri oldu§u durum için elde

etti§imiz sonucu verece§iz:

Teorem 2.2.27. Farzedelim ki F/F2 potansiyeli iyi olan ikinci dereceli özyineli ve temel

fonksiyon cismi F/F2 için B1(F ) = 3 olan bir kule. O zaman e³lenik ve izomor�zmaya

kadar F/F2 a³a§�daki denklemlerden biriyle tan�mlanabilir:

(1) Y 2X +X + Y X2 +X2 + 1 = 0,

(2) Y X2 + Y 2 +X = 0,

(3) X2Y 2 +X2Y +XY 2 +X + Y 2 = 0.

Teorem 2.2.27 nin kan�t� için ³u lemmay� kulland�k:

Lemma 2.2.28. Diyelim ki F/F2 bir eliptik fonksiyon cismi öyle ki B1(F ) = 3. O zaman

F cisminin derecesi iki olan sadace üç farkl� altcismi F2(x), F2(y) ve F2(z) öyle ki z :=
x2+x+1
xy+x

vard�r ve x, y, z a³a§�daki denklemleri sa§larlar:

(a) y2x+ yx2 + 1 = 0,

(b) y2 + zy2 + yz2 + y + 1 = 0,

(c) x2 + zx2 + xz2 + x+ 1 = 0.

Ek Sonuç 2.2.29. Farzedelim ki F = (Fn)n≥0 kulesi F2 üzerinde tan�mlanan ikinci

dereceli özyineli bir kule öyle ki F/F2 nin temel fonksiyon cismi F1/F2 için B1(F1) = 3.

O zaman β1(F) = 0 olur.

�imdi de temel fonksiyon cismi F/F2 nin dört tane rasyonel yeri oldu§u durum için

elde etti§imiz sonucu verece§iz.
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Teorem 2.2.30. Farzedelim ki F/F2 potansiyeli iyi olan ikinci dereceli özyineli ve temel

fonksiyon cismi F/F2 için B1(F ) = 4 olan bir kule. O zaman e³lenik ve izomor�zmaya

kadar F/F2 a³a§�daki denklemlerden biriyle tan�mlanabilir:

(1) (Y 2 + Y )(X2 +X + 1) +X = 0, (4) X2Y 2 +X2Y +XY +X + Y ,

(2) XY 2 +XY +X2 + 1 = 0, (5) X2Y +XY +X2 + Y 2 + Y = 0,

(3) X2Y 2 +X2Y +XY + Y + 1 = 0, (6) X2Y +XY +X + Y 2 + Y = 0.

Teorem 2.2.30 ün kan�t� için ³u lemmay� kulland�k:

Lemma 2.2.31. Diyelim ki F/F2 bir eliptik fonksiyon cismi öyle ki B1(F ) = 4. O zaman

F cisminin derecesi iki olan sadace dört farkl� altcismi F2(x), F2(y), F2(z) ve F2(t) öyle

ki

z =
1

y(x2 + x+ 1) + x+ 1
ve t =

1

y(x2 + x+ 1) + x2 + 1
.

Ayr�ca, x, y, z, t a³a§�daki denklemleri sa§larlar:

(a) (y2 + y)(x2 + x+ 1) = x, (d) x2t+ xt2 + xt+ = t+ 1,

(b) z(t2 + t) = z2 + 1, (e) y2z2 + y2z + y2 + yz = z2 + z,

(c) x2z2 + x2z + xz = z + 1, (f) y2t2 + y2t+ y2 + yt2 + yt = t+ 1.

Ek Sonuç 2.2.32. Farzedelim ki F = (Fn)n≥0 kulesi F2 üzerinde tan�mlanan ikinci

dereceli özyineli bir kule öyle ki F/F2 nin temel fonksiyon cismi F1/F2 için B1(F1) = 4.

O zaman β1(F) = 0 olur.

�imdi de temel fonksiyon cismi F/F2 nin be³ tane rasyonel yeri oldu§u durum için

elde etti§imiz sonucu verece§iz.

Teorem 2.2.33. Farzedelim ki F/F2 potansiyeli iyi olan ikinci dereceli özyineli ve temel

fonksiyon cismi F/F2 için B1(F ) = 5 olan bir kuledir. O zaman e³lenik ve izomor�zmaya

kadar F/F2 a³a§�daki denklemlerden biriyle tan�mlanabilir:

(1) Y 2X + Y +X2 + 1 = 0, (3) X2Y 2 +XY 2 +X + Y = 0,

(2) X2 +XY 2 +X + Y = 0, (4) X2Y 2 +X2 +XY 2 + Y + 1 = 0.

Teorem 2.2.33 in kan�t� için a³a§�daki lemmay� kulland�k.
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Lemma 2.2.34. Diyelim ki F/F2 bir eliptik fonksiyon cismi öyle ki B1(F ) = 5. O zaman

F cisminin derecesi iki olan sadace be³ farkl� altcismi F2(x), F2(y), F2(z) ve F2(t) öyle ki

F2(x),F2(y),F2(z),F2(t) ve F2(w) öyle ki

z =
xy + x+ 1

x2
, t =

x

xy + 1
, ve w =

y + 1

x
.

Ayr�ca, x, y, z, t, ve w a³a§�daki denkemleri sa§larlar:

(a) uv2 + v = u2 + 1 for (u, v) ∈ {(x, y), (w, y)},

(b) u2v2 + u = v + 1 for (u, v) ∈ {(x, z), (x,w)},

(c) u2v2 + u = v2 + v for (u, v) ∈ {(x, t), (z, t), (t, w)},

(d) y2z2 + z2 + zy2 = y,

(e) y2t2 + y2t+ y = t2 + 1,

(f) z2w2 + z2 + z = w2 + w.

Aç�klama 2.2.35. Teorem 2.2.33(1) de verilen denklemin tan�mlad�§� F kulesi

(Tutdere, 2009b) de F2 üzerinde incelenmi³tir. Ancak, bu kulenin β1 de§eri tam

olarak hesaplanamam�³t�r. Ancak, bu de§erin hesaplanabilmesi için gerekli olan kuledeki

fonksiyon cisimlerin yer say�s� ve cinsi için baz� s�n�rlar (Tutdere, 2009b) de verilmi³tir.

Bu kulenin β1 de§erini hesaplayabilmek için çal�³malar�m�z devam etmektedir.

�spat. [Teorem 2.2.16 in Kan�t�] Önerme 2.2.23, Teoremler 2.2.25, 2.2.27, 2.2.30, 2.2.33,

Ek sonuçlar 2.2.29 ve 2.2.32 kullanarak Teorem 2.2.16 elde edilir. 2

2.3 Cebirsel E§riler, Rasyonel Noktalar�, Modüler

Polinom ve Uygulamalar�

Bu alt bölümde cebirsel e§riler, rasyonel noktalar�, modüler polinom ve uygulamalar�

hakk�nda proje kapsm�nda bilgi verilecektir.

2.3.1 Giri³

Polinom denklemlerinin çözümü matematik tarihinde her zaman önemli bir yer

tutmu³tur. En genel haliyle bir K cismi üzerinde tan�mlanan r adet n de§i³kenli polinom

f1(x1, . . . , xn), f2(x1, . . . , xn), . . . , fr(x1, . . . , xn) ∈ K[x1, . . . , xn]
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verilmi³ olsun. Bu polinomlar yard�m� ile olu³turulan

f1(x1, x2, . . . , xn) = 0

f2(x1, x2, . . . , xn) = 0

. . .

fr(x1, x2, . . . , xn) = 0

polinom sisteminin çözümleri ile ilgileniyoruz. K cisminin Q,Qp, bir say� cismi veya

bir Fq sonlu cismi gibi say� kuram� aç�s�ndan ilginç bir cisim olmas�n�n aritmetik

önemi bulumaktad�r. Di§er yandan ilgili sorular�n K cisminin bir sonlu cisim olmas�

durumunda cevapland�r�lmas�n�n uygulamalar aç�s�ndan ayr� bir önemi vard�r. Verilen bir

s�ral� (a1, a2, . . . , an) ∈ Kn için x1, x2, . . . , xn de§i³kenlerinin yerine s�ras�yla a1, a2, . . . , a2

de§erlerini koydu§umuzda yukar�daki denklemlerin herbiri sa§lan�yorsa, bu s�ral�ya bu

denklem sisteminin bir çözümü diyece§iz. Genellikle ai de§erlerinin K cismin geni³lemesi

olan bir L cisminden geldi§ini varsayaca§�z. Ço§u durumda L cismi olarak K cisminin

bir cebirsel kapan�³�n� alaca§�z. Böylelikle yukar�daki denklem sisteminin çözümleri Ln

uzay�n�n bir altkümesini olu³turacak. Bu ³ekilde tan�mlanan altkümeye bir cebirsel varyete

diyece§iz. Varyetenin geomterisini inceleyerek polinom denklemlerinin çözümleri hakk�nda

önemli sonuçlar elde edilebilir.

Verilen bir (a1, a2, . . . , an) çözümü için ai de§erlerinin herbiri K cismi içinde yer

al�yorsa, bu çözüme rasyonel çözüm, varyete üzerindeki ilgili noktaya da rasyonel nokta

diyece§iz. Say�lar kuram�ndaki neredeyse her soru uygun varyetelerin rasyonel noktalar�

hakk�nda sorulara indirgenebilir.

Polinom denkleminin tan�mlad�§� varyetenin tek boyutlu olmas� durumunun

ayr� bir önemi olmas�ndan bu durum geçmi³te ayr�nt�l� bir ³ekilde incelenmi³tir.

Bu durumda varyeteye cebirsel e§ri ad� verilir. Cebirsel e§rilerin daha yüksek

boyutlu varyetelerle k�yasla daha iyi anla³�lm�³ olmas�na ra§men bu durumda

da hala cevaplanmay� bekleyen önemli problemler fazlas�yla mevcuttur. Bundan

böyle cebirsel e§riler ile ilgilenece§iz. Yukar�da verilen tan�mdan biraz ayr�larak,

teknik bir farkl�l�k olarak bu e§rilere sonsuzdaki sonlu adet noktalar�n� da

ekleyerek elde edilen projektif (izdü³ümsel) e§riler ile u§ra³aca§�z. Bu e§rilerin

indirgenemez oldu§unu ve ayr�ca tekil noktas� olmad�§�n� varsayaca§�z. Her e§ri

için tekil noktas� olmayan projektif bir model bulunabilece§inden bu ciddi bir

s�n�rlama olu³turmamaktad�r. (Hirschfeld and Torres, 2008; Niederreiter and Xing, 2001;

Stichtenoth, 2009b; Villa Salvador, 2006) kaynaklar�nda cebirsel e§rilerin teorisi ile ilgili
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daha detayl� bilgi bulunabilir.

Bundan sonra K cisminin q elemana sahip Fq sonlu cismi oldu§unu varsayaca§�z.

C e§risi Fq sonlu cismi üzerinde tan�ml� bir cebirsel e§ri olsun (projektif, indirgenemez

ve tekil noktas� olmayan). Bu ³ekilde verilen bir e§riye cins ad�n� verdi§imiz ve g(C)
ile gösterece§imiz bir negatif olmayan tamsay� de§i³mezi e³lenebilir. Bu de§i³mez e§rinin

geomterisi hakk�nda önemli bilgi ihtiva eder. E§rinin rasyonel noktalar� Fn
q sonlu kümesinin

bir altkümesini olu³turdu§undan sonlu say�dad�r. Bunlar�n say�s�n�n incelenmesi say�lar

kuram�n�n tarihsel geli³imi boyunca s�kl�kla ara³t�r�lm�³ bir konudur. Bu yönde elde

edilen en önemli sonuçlardan biri yirminci yüzy�l�n ilk yar�s�nda ispatlanan Hasse�Weil

Teoremi'dir. Verilen bir e§rinin birçok aritmetik özelli§i bu e§riye e³lenen bir zeta

fonksiyonu ζ(s) yard�m� ile tutulabilir. Hasse�Weil Teoremi ise bu zeta fonksiyonunun

bütün köklerinin ℜs = 1/2 do§rusu üzerinde oldu§unu ifade eder (bkz. (Hasse, 1933;

Weil, 1948)). Di§er bir deyi³le cebirsel e§rilere e³lenen zeta fonksionlar� için Riemann

hipotezinin bir ispat�n� verir. Bunun e§rinin aritmeti§i ile ilgili önemli sonuçlar� vard�r:

rasyonel noktalar�n�n say�s�n� N(C) ile gösterirsek Hasse�Weil üst s�n�r� olarak bilinen ³u

e³itlik sa§lan�r:

N(C) ≤ q + 1 + 2 · g(C)√q.

Bu sonuçtan sonra sonlu cisimler üzerinde tan�ml� cebirsel e§rilerin rasyonel noktalar�n

say�s� ile ilgili birçok sonuç elde edilmi³ olmakla birlikte hala anla³�lmayan birçok

nokta ve cevaplanamayan birçok soru vard�r. Bu e³itli§i sa§layan e§rilere maksimal e§ri

ad� verilir. Özellikle kriptoloji ve kodlama teorisindeki uygulamalar için çok rasyonel

noktaya sahip e§rilere ihtiyaç duyuldu§undan maksimal e§riler ve çok rasyonel noktaya

sahip e§rilerin önemi a³ikard�r. Verilen bir cinse sahip bir sonlu cisim üzerinde tan�ml�

bilinen en çok rasyonel noktaya sahip e§rilerin listesi van der Geer�van der Vlugt

taraf�ndan sistematik olarak tablolarda toplanmaya ba³lanm�³t�r (bkz. (Geer and Vlugt,

2000)). Bu listelerin en güncel hali (mp, 2014) sayfas�nda bulunabilir. çok rasyonel

noktaya sahip e§rilerin kripoloji ve kodlama teorisindeki farl� uygulamalar� için

bkz. (Chen and Cramer, 2006; Ishai and Sahai, 2009; Niederreiter and Xing, 2001; ?;

Tsfasman and Vladut, 1991; Tsfasman and Nogin, 2007; Tsfasman and Zink, 1982). Bu

e§riler ayn� zamanda h�zl� çarpma algoritmalar� elde etmek için kullan�lmaktad�r, bkz.

(Chudnovsky and Chudnovsky, 1988; Shparlinski and Vladut, 1991).

1980 y�l�nda Ihara'n�n yüksek cinse sahip maksimal e§rinin var olamayaca§�n�

göstermesi ile birlikte yüksek cinse sahip e§riler için uygun alternatif s�n�rlar ile ilgili

ara³t�rmalar h�z kazand�. Verilen bir Fq sonlu cismi üzerinde tan�ml� yüksek cinse sahip

e§rilerin nokta say�s�n� daha iyi anlamak için Ihara sabiti olarak bilinen ³u ³ekildeki
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sabitler incelenmeye ba³lad�:

A(q) := lim sup
g(C)→∞

N(C)
g(C)

Ihara sabiti bize yüksek cinsten bir e§rinin cinsine oranla en fazla ne kadar rasyonel

noktaya sahip olabilece§ini söyler. Hasse�Weil üst s�n�r� bize A(q) ≤ 2
√
q e³itsili§ini verse

de A(q)'nun gerçek de§eri bundan daha küçük olmak zorundad�r (yüksek cinste maksimal

e§riler olmad�§�ndan). Drinfeld�Vladut (bkz. (Vladuts and Drinfeld, 1983)) Ihara sabiti

için ³u e³itsizli§i elde etmi³lerdir:

A(q) ≤ √
q − 1.

Günümüzde de Ihara sabiti için bilinen en iyi üst s�n�r budur.

2.3.2 Yöntem ve Sonuçlar

Alt s�n�rlar elde etmek için ise cinsleri artan ve herbiri çok rasyonel noktaya sahip

olan e§ri dizileri in³a etmek gerekmektedir. Di§er bir deyi³le, her biri ayn� Fq sonlu cismi

üzerinde tan�mlanm�³ ve do§al say�lar taraf�ndan endeklenmi³ bir dizi (Ci)i≥1. Verilen
böyle bir F dizisi için dizinin limiti ³u ³ekilde tan�mlan�r:

λ(F) = lim
i

N(Ci)

g(Ci)
.

Bu ³ekildeki her F dizi için

0 ≤ λ(F) ≤ A(q) ≤ √
q − 1

e³itli§i sa§lanaca§�ndan yüksek limite sahip F dizilerinden do§rudan Ihara sabiti için

altlimitler elde edece§imiz a³ikard�r.

Bu dizilerin in³as� için farkl� yöntemler kullan�lm�³t�r. Serre s�n�f cisim kuleleri yard�m�

ile her Fq için

A(q) > 0

oldu§unu göstermi³tir. Ihara q'nun bir tam kare olmas� durumu için çok daha güçlü olan

A(q) ≥ √
q − 1

e³itli§inin sa§lanmas� gerekti§i göstermi³tir (bkz. (Ihara, 1982)). Drinfeld�Vladut üst s�n�r�

ile kar³�la³t�r�ld�§�nda bu ³ekildeki sonlu cisimler için Ihara sabitinin de§erinin
√
q − 1

oldu§u hemen görünür. Ihara sabitinin tam de§erinin bilindi§i tek sonlu cisimler eleman
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say�s� bir tam kare olanlard�r. Bu ispat�n arkas�nda yatan ana �kir ³u ³ekildedir: Eliptik

e§riler 4a3 + 27b2 ̸= 0 olmak üzere

y2 − (x3 + a · x+ b)

polinomu ile tanimlanan e§rilerdir. �ki eliptik e§rinin ne zaman izomorf olaca§� do§al bir

³ekilde tan�mlanabilir. Eliptik e§rilerin izomor�zma s�n��ar� ise yine ba³ka e§riler yard�m�

ile parametrize edilebilir. Bu e§rilere modüler e§ri ad� verilir. Modüler e§rilerin üzerindeki

herbir nokta bir eliptil e§ri izomor�zma s�n��na tekabül eder. Pozitif karakteristikte eliptik

e§riler endomor�zma halkalar�n�n özelli§ine ba§l� olarak adi ve süpersingüler olmak üzere

iki gruba ayr�labilirler. Süpersingüler eliptik e§riler her zaman e§rinin tan�ml� oldu§u

cismin asal cisminin ikinci dereceden bir geni³lemesi üzerinde tan�mlanabilir. Di§er bir

de§i³le, karakteristik p'de bir süpersingüler e§ri Fp2 cismi üzerinde tan�mlanabilir. Bu

modüler e§rinin üzerinde bulunan ve süpersingüler bir eliptik e§ri izomor�zma s�n�f�na

denk gelen noktalar da bu sebepten dolay� modüler e§rinin üzerinde Fp2-rasyonel noktalar

verir. Sadece izomor�zmsa s�n�f yerine daha kapsaml� bir denklik kullanarak ise bu ³ekilde

üzerinde çok say�da Fp2-rasyonel nokta olan yüksek cinse sahip e§riler elde etmek mümkün.

Bu e§rilerin Fp2-rasyonel noktalar�n�n cinslerine orani ise
√
p2 − 1 = p − 1 de§erine

yak�nsamakta. Bu da bize yukar�da belirtilen sonucu verir.

p bir asal say� olmak üzere q = p3 olacak ³ekildeki sonlu cisimler için ise Zink ((Zink,

1985)) Shimura yüzeylerinin indirgenmesi ile elde etti§i e§ri dizilerin yard�m� ile

A(p3) ≥ 2(p2 − 1)

p+ 2

oldu§unu göstermi³tir. Bu sonucun bütün kübik sonlu cisimler için genelle³tirilmi³

hali Bezerra�Garcia�Stichtenoth taraf�ndan verilmi³tir (bkz. (Bezerra and Stichtenoth,

2005)).

Son olarak Bassa�Beelen�Garcia�Stichtenoth (bkz. (Bassa, 2006)) k ≥ 1 olmak üzere

q = p2k+1 ³eklindeki sonlu cisimler için

A(p2k+1) ≥ 2
1

pk−1 +
1

pk+1−1

e³itsizli§ini göstermi³lerdir. Bu sonuç Drinfeld modüler varyeteler üzerinde bulunan baz�

özel e§riler kullan�larak elde edilmi³tir. Biraz detay vermek gerekirse; klasik durumda,

yukar�da bahsi geçen eliptik e§riler karma³�k say� düzlemindeki mertebesi 2 olan �zgaralara

(latislere) denk gelir. Pozitif karakteristikte süpersingüler eliptik e§rilerin Fp2 üzerinde

tan�mlanabiliyor olmas�n�n ve böylelikle modüler e§riler üzerinde Fp2-rasyonel nokta
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vermesinin sebebi temelde �zgaralar�n mertebesinin 2 olmas�ndan kaynaklanmaktad�r.

Karma³�k düzlemde daha yüksek mertebeden izgaralar olmad�§�ndan bu yakla³�m

kare sonsuz cisimler d�³�nda sonuç vermemektedir. Fakat eliptik e§ri yerine onlar�n

karakteristik p analojisini olu³turan Drinfeld modülleri ve bunlar� parametrize eden

Drinfeld Modüler varyetelere bakt�§�m�zda durum farkl�d�r (Drinfeld modülleri ve Drinfeld

modüler e§riler için bkz (Gekeler, 1986; Goss, 1997; Thakur, 2004)): bu durumda C
karma³�k say�lar� yerine pozitif karakteristikte bunun analogu olan C∞ cismi kullan�l�r,

ki bu cisim her mertebeden izgaralar içerir. Belirli bir r mertebesinden �zgaralara

denk gelen Drinfeld modüllerinden süper singüler olanlar bu sefer Fr
q cismi üzerinde

tan�mlanabilir ve bunlar� parametrize eden uzay üzerinde Fr
q-rasyonel noktalar verir.

Daha yüksek mertebeden izgaralar için daha büyük bir serbestlik derecesi olmas�ndan

dolay� bunlar� parametrize eden geometrik objeler daha yüksek boyuttand�r (mertebe r

izgaralar için boyutu r−1 dir). Bu varyeteler üzerinde süpersingüler Drinfel modüllerinin

izomor�zma s�n��ar�na denk gelen noktalardan geçen e§riler bularak yukar�daki e³itsizli§i

ispatlamak mümkün oluyor. Elde edilen bu e§rilerin rasyonel noktalar�n�n say�s�n� elde

edilmesinin kolay olmas�na kar³�n bu e§rilerin cinslerini hesaplamak kolay de§ildir.

Bu pozitif karakteristikte vah³i (wild) dallanman�n varl�§�ndan kaynaklanmaktad�r. Bu

nedenle çok rasyonel noktaya sahip bu e§rileri elde ederken ayn� zamanda cinsleri

de kolay hesaplanacak e§riler elde etmek gerekmektedir. En iyi durumda bu e§rilerin

denklemleri özyinelemeli olarak verilir: bu durumda söz konusu e§riler yukar�daki gibi

farkl� f1(x1, . . . , xn), f2(x1, . . . , xn), . . . , fr(x1, . . . , xn) polinomlar� yard�m� ile verilmek

yerine tek bir polinomda de§i³kenlerin kayd�r�lmas� ile elde edilir: bir F (U, V ) ∈ K[U, V ]

iki de§i³kenli polinomu verilmi³ olsun. F = (Ci)i≥1 dizisindeki Cn e§risi

F (x1, x2) = 0, F (x2, x3) = 0, . . . , F (xn−1, xn) = 0

denklemleri yard�m� ile verilmi³ ise F e§ri dizisine F (U, V ) denklemi yard�m� ile

özyinelemeli olarak tan�mlanm�³ denir. Burada dikkat edilecek husus, Cn+1 e§risinin Cn
e§risine F (xn, xn+1) = 0 e³itli§ini sa§layan bir xn+1 de§i³keni eklemek ile elde ediliyor

olmas�. xn+1 de§i³keninin sa§lamas� gerekti§i tek ko³ulun son de§i³ken olan xn ile

ilgili olmasi bu dizideki e§rilerin cinslerinin hesaplanmas�n� oldukca kolayla³t�rmaktad�r.

Fakat ço§u durumda e§rilerin denklemleri özyinelemeli denklemler ile verilememektedir.

Bu ³ekilde verilen e§ri dizileri elde etmek için söz konusu e§riler üzerinde ciddi

s�n�rlamalar koymak gerekmektedir. Örne§in mertebe 2 durumunda modüler e§rilerin

seviyeleri sabit tutulan bir indirgenemezin kuvvetleri olarak seçildi§inde özyinelemeli bir

³ekilde tan�mlanm�³ e§ri dizileri elde edilir. Bu durumda e§rileri tan�mlayan F (U, V )

polinomu modüler polinom Φn(X, Y ) taraf�ndan verilmektedir. Pozitif karakteristikte
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modüler polinom ile ilgili elde edilen baz� son sonuçlar (Bassa and Beelen, 2011, 2012)

kaynaklar�nda bulunabilir. Fakat modüler polinomlar ile ilgili halen birçok aç�k soru

bulunmaktad�r. (Bassa and Beelen, 2012) makalesinde seviyesi T olan modüler polinom

ΦT (X, Y ) için

ΦT (X, Y ) = (X + Y + T (T q−1 − 1)q+1)q+1 −XY q −XqY

+(XY )q(T 1−q − 1) +XY (T q−1 − 1)q
2

−T 1−qXY

⌊ q−1
2
⌋∑

i=0

Ci · (XY − T q(X + Y + T (T q−1 − 1)q+1))q−1−2i(XY T q2+1)i

ifadesinin do§ru oldu§u ispatlanm�³t�r. Burada geçen Ci sabitleri

Ci :=
1

i+ 1

(
2i

i

)
=

(
2i

i

)
−
(

2i

i− 1

)
ifadesi ile tan�mlanan Catalan say�lar�n� göstermekte. Modüler polinom için verilen

bu ifadenin do§rulu j-de§i³mezinin özellikleri kullan�larak baz� sadele³tirmeler yard�m�

ile gösterilebiliyor olsa da modüler polinomu veren ifadenin içinde Catalan say�lar�n�n

neden kar³�m�za ç�kt�§�n�n herhangi bir aç�klamas� bulunmamaktad�r. Catalan say�lar�n�n

özellikle kombinatorikte s�kça kar³�m�za ç�kmas�ndan dolay� modüler polinomun bu

ifadesinde katsay� olarak bulunan Catalan say�lar�n�n daha derin kombinatorik bir

aç�klamas� oldu§u a³ikard�r. (El-Guindy and Papanikolas, 2013; El-Guindy, 2013)

çal�³malar�nda elde edilen sonuçlar da modüler polinomun tan�m�nda baz� kombinatorik

ö§elerin varl�§�na i³aret etmektedir. Bu ba§lant�y� incelemek modüler polinomun aritmetik

özellklerini anlamak için önemli bir ad�m olu³turacakt�r. Proje kapsam�nda ΦT (X, Y )

modüler polinomunun katsay�lar�nda kar³�m�za ç�kan Catalan say�lar�n� kombinatorik

yönden aç�klamaya çal�³mak yönünde giri³imlerde bulunulmu³ olsa da bu yönde tatmin

edici bir cevap bulunulamam�³t�r. Benzer ³ekilde daha yüksek mertebeden Drinfeld

modülleri için mertebe 2 durumundaki modüler polinoma benzer özelliklere sahip yap�lar

elde etmek yine ba³ka sonlu cisimler üzerinde özyinelemeli bir ³ekilde tan�ml� ve rasyonel

noktalar�n�n cinslerine oran�n�n iyi davran�³ sergiledi§i e§ri dizileri elde etmek için önemli

bir ad�m olu³turacakt�r. Çok daha zor ve kapsaml� olan bu soru üzerinde yürütülen

çal�³malar ne yaz�k ki herhangi bir sonuç vermemi³tir. Fakat yap�lan çal�³malar bu

problemlerin daha iyi anla³�lmas�na ve bu konuda ileride de çal�³malara devam edilecek

üniversiteleraras� ve uluslararas� ortak çal�³malara sebebiyet vermi³ olmas� aç�s�ndan çok

faydal� olmu³tur. Bu alandaki çal�³malara gelecekte de devam edilmesi öngörülmektedir.

Olu³an bilgi birikimi ile beraber gelecekteki ortak çal�³malar�n sonucunda tatmin edici
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sonuçlar elde edilenece§i umulmaktad�r.

2.4 yq
n − y = γxq

h+1 − α E§risinin Fqm Üzerindeki

Rasyonel Noktalar�

Bu çal�³mada q, 2'den farkl� herhangi bir asal say�n�n kuvveti olmak üzere n|m ³art�n�

sa§layan key� h, n,m pozitif tam say�lar� ve γ, α ∈ Fqm , γ ̸= 0 elemanlar� için yq
n − y =

γxq
h+1 − α e§risinin bir çok durumdaki Fqm-rasyonel noktalar�n�n say�s� hesaplanm�³t�r.

Sonlu cisimler üzerindeki cebirsel e§riler matemati§in önemli ara³t�rma konular�ndan

biridir. Bu e§rilerin kodlama teorisi, kriptogra� ve yar�-rastgele nokta kümeleri

(quasi-random point sets) gibi pek çok alanda uygulamalar� vard�r (Niederreiter and Xing,

2001, 2009; Stichtenoth, 2000; Tsfasman et al., 2007). Burada k�saca cebirsel e§ri

dedi§imiz yap� daha geni³ olarak aç�kland�§�nda asl�nda singüler noktas� olmayan

(smooth), geometrik indirgenemez (geometrically irreducible) ve projektif (projective)

e§ridir.

Sonlu cisimler üzerindeki cebirsel e§rilerin önemli parametreleri aras�nda cins ve

rasyonel nokta say�lar� vard�r. Baz� durumlarda cinsleri hesaplanabilir ve rasyonel nokta

say�lar�n� hesaplamak zor olabilir. Sonlu cisim üzerindeki bir e§ri X , onun cinsi g(X ) ve

rasyonel nokta say�s� N(X ) olsun. Bu e§ri q elemanl�bir sonlu cisim üzerinde tan�mlanm�³

ve bu cisim üzerinde kesinlikle indirgenemez (absolutely irreducible) olsun. Bu asl�nda

bu e§rinin her pozitif n say�s� için qn elemanl� bir sonlu cisim alt�nda da indirgenemez

oldu§u anlam�ndad�r. Karakteristi§i pozitif olan cisimler üzerinde Riemann Hipotezi

olarak adland�r�lan Hasse-Weil e³itsizli§i a³a§�daki çok ilginç sonucu vermektedir:

q + 1− 2g(X )
√
q ≤ N(X ) ≤ q + 1 + 2g(X )

√
q (2.1)

Dikkat edilirse burada X e§risinin yaln�zca 2 parametresi, g(X ) ve N(X ), kullan�lm�³t�r.

Yukar�daki (2.1) denkleminde üst s�n�r� sa§layan e§riler vard�r ve maksimal e§riler diye

adland�r�l�r. Yine (2.1) denkleminde alt s�n�r� sa§layan e§riler vard�r ve minimal e§riler

diye adland�r�l�r. Tüm maksimal ve minimal e§rilerin bulunmas� ve s�n��and�r�lmas� önemli

bir aç�k problemdir.

Eliptik e§riler cinsi 1 olan e§riler demektir. Eliptik e§riler için rasyonel noktalar�n neler

olabilece§i çözülmü³ ve çözümü oldukça derin olan bir sonuçtur.

Diyelim ki E eleman say�s� pn olan bir cismin üzerinde tan�mlanm�³, kesinlikle

indirgenemez ve cinsi 1 olan bir e§ri olsun. Bu eliptik e§rinin rasyonel nokta say�s�

N(E) = pn + 1− 6 olsun. Yani b say�s� bize bir bak�ma rasyonel nokta say�s�n� bir önceki
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formül ile versin. O zaman b say�s�, −2p
n
2 ≤ b ≤ 2p

n
2 aral�§�nda a³a§�daki özelliklerden

birini sa§l�yorsa, N(E) = pn + 1 − 6 de§erini alan bir eliptik e§ri E vard�r. Aksi halde

yoktur:

1. gcd(b, p) = 1.

2. n çift ve b ∈ {−2p
n
2 , 2p

n
2 }. Bu durumda E e§risi maksimal/minimal e§ri olur.

3. n çift ve p ≡ 1 (mod 3) ve b = ±pn+1
2 .

4. n tek, p ∈ {2, 3} ve b = ±pn+1
2 .

5. n tek ve b = 0.

6. n çift, p ≡ 1 (mod 4) ve b = 0.

Bu tür bir sonuç cinsi 2 veya daha büyük olan e§riler için bilinmemektedir (ve büyük

olas�l�kla çok zordur). Ancak baz� e§ri s�n��ar� için rasyonel nokta say�s� ve cins tam

olarak hesaplanabilir. Projemizin 3. geli³me raporunda sunulan çal�³mam�zda rasyonel

nokta say�s� ve cinsi tam olarak hesaplanabilen bir e§ri s�n�f� çal�³�lm�³t�r. Ayr�ca bu e§ri

s�n�f� daha önce çal�³�lan bir e§ri s�n�f�n�n bir güncellemesidir. Literatürde verilen sonuçlar

geli³tirilmi³ ve hesaplanm�³, baz� durumlarda hesaplamalar tamamlanm�³t�r. Sonuçlar�m�z

bu yeni durumlar�n çok daha komplike oldu§unu göstermektedir (Özbudak and Sayg�,

2014).

Diyelim ki p tek bir asal say� olsun. Yine e ve m pozitif say�lar, q = pe, Fq ve Fqm

eleman say�s� q ve qm olan sonlu cisimler olsun. Ayr?ca n pozitif say�s� m pozitif say�s�n�

bölsün. �z (trace) fonksiyonu ³u ³ekilde tan�mlan�r:

Trqm/qn :Fqm → Fqn

x 7−→ x+ xq
m

+ xq
2m

+ ...+ xq
m(n−1)

Bizim çal�³aca§�m�z cebirsel e§ri Artin-Schreier türünde ³u ³ekilde ifade edilir:

X : yq
n − y = γxq

h+1 − α

öyle ki h negatif olmayan bir tam say�, γ ∈ F∗qm ve α ∈ Fqm . Burada X e§risi Fqm üzerinde

kesinlikle indirgenemezdir. Yine bu e§rinin cinsi g(X ) ³udur:

g(X ) =
(qn − 1)qh

2

Yani cinsi oldukça yüksek olabilen bir e§ridir.
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Bu e§rinin rasyonel nokta say�s� N(X ) hem δ ve α'ya hem de n,m ve h say�lar�n�n asal

çarpanlar�na ba§l�d�r. Bu asal çarpanlara ba§l� olarak s, t ≥ 0 tam say�lar�n� ve r,m1, h1

pozitif tam say�lar�n� ³u ³ekilde tan�mlayal�m:

m = 2srm1, h = 2trh1

öyle ki obeb(m1, h1) =obeb(2, rm1h1) = 1. Ayr�ca u ≥ 0 tam say�s�n� ve ρ, n1,m2 pozitif

say�s�n� ³u ³ekilde tan�mlayal�m:

m = 2uρn1, m1 = n1m2

öyle ki obeb(2, ρn1) = 1, ρ|r ve n1|m1. Son olarak da

A = Trqm/qn(α)

olsun.

X e§risinde sonsuzda 1 rasyonel nokta vard�r. Di§er rasyonel noktalar�n say�s� için

Hilbert'in 90 numaral� teoremini kullanarak:

N(X ) = 1 + qnN(m,n)

öyle ki

N(m,n) =
∣∣∣{x ∈ Fqm : Trqm/qn

(
γxq

h+1 − α
)
= 0
}∣∣∣

denklemini elde ederiz. Yani X e§risinin rasyonel nokta say�s�n� bulmak bir bak�ma

N(m,n) ile ifade edilen kümenin eleman say�s�n� bulmak anlam�ndad�r.

Hipotezimizde n|m oldu§u için n ≤ s ³eklindedir. Bu makalede N(m,n) ve ilgili X
e§risinin rasyonel nokta say�s�:

• s ≤ t oldu§unda Teorem 2.4.1'de tamamen,

• s ≥ t+ 1 ve u ≤ t oldu§unda Teorem 2.4.2'de tamamen,

• t+ 1 ≤ u ≤ s ve A = 0 oldu§unda ise Teorem 2.4.3'te

bulunmu³tur. Geriye t + 1 ≤ u ≤ s ve A ̸= 0 durumu kalm�³t�r ve daha zor oldu§u

dü³ünülmektedir. Literatürde bu soru n = 1, s ≥ t + 1 ve α = 0 için Klapper taraf�ndan

çözülmü³tür (Klapper, 1997). Bu bizim verdi§imiz Teorem 2.4.2'nin özel bir alt haline

denk gelmektedir.

Teorem 2.4.1. Diyelim ki s ≤ t, η ve η′ Fq ve Fqm sonlu cisimlerinin çarp�msal kuadratik

karakterleri (multiplicative quadratic characters) olsun. O zaman ³u sonuçlar vard�r:
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• E§er m/n çift say� ve A = 0 ise;

N(m,n) =

 qm−n − (qn − 1)qm/2−n e§er η
(
(−1)m/2 − n

)
η′ (γ) = 1 ise;

qm−n + (qn − 1)qm/2−n e§er η
(
(−1)m/2 − n

)
η′ (γ) = −1 ise.

• E§er m/n çift say� ve A ̸= 0 ise;

N(m,n) =

 qm−n + qm/2−n e§er η
(
(−1)m/2 − n

)
η′ (γ) = 1 ise;

qm−n − qm/2−n e§er η
(
(−1)m/2 − n

)
η′ (γ) = −1 ise.

• E§er m/n tek say� ve A = 0 ise;

N(m,n) = qm−n

• E§er m/n tek say�, A ̸= 0 ve n çift say� ise;

N(m,n) =

{
qm−n + qm−n/2 e§er (u1, u2) ∈ {(1, 1), (−1,−1)} ise;
qm−n − qm−n/2 e§er (u1, u2) ∈ {(1,−1), (−1, 1)} ise.

Burada u1, u2, a³a§�daki denklemlerle verilen, {−1, 1} kümesinin elemanlar�d�r:

u1 = η
(
(−1)m/2

)
η′(γ) ve u2 = η

(
(−1)n/2

)
η′(A)

• E§er m/n tek say�, A = 0 ve n tek say� ise;

N(m,n) =

{
qm−n + qm−n/2 e§er (u1, u2) ∈ {(1, 1), (−1,−1)} ise;
qm−n − qm−n/2 e§er (u1, u2) ∈ {(1,−1), (−1, 1)} ise.

Burada u1, u2, a³a§�daki denklemlerle verilen, {−1, 1} kümesinin elemanlar�d�r:

u1 = η
(
(−1)(m−1)/2

)
η′(γ) ve u2 = η

(
(−1)(n−1)/2

)
η′(A)

Teorem 2.4.2. Diyelim ki s ≥ t+ 1 ve u ≤ t olsun. ω, Fqm\ {0} çarp�msal grubunun bir

üreteci ve a, γ = ωa ve 0 ≤ a < qm − 1 ³artlar�n� sa§layan bir tam say� olsun. O zaman:

• s = t+ 1, q1 = q2
tr iken:
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E§er a ̸≡ m1
q1+1
2

mod (q1 + 1) ise;

N(m,n) =

{
qm−n + qm/2−n e§er A ̸= 0 ise;

qm−n − (qn − 1) qm/2−n e§er A = 0 ise.

E§er a ≡ m1
q1+1
2

(mod q1 + 1) ise k = 2t+1r olmak üzere;

N(m,n) =

{
qm−n − q(m+k)/2−n e§er A ̸= 0 ise;

qm−n + (qn − 1) q(m+k)/2−n e§er A = 0 ise.

• s ≥ t+ 2, q1 = q2
tr iken:

E§er a ̸≡ 0 mod (q1 + 1) ise;

N(m,n) =

{
qm−n − qm/2−n e§er A ̸= 0 ise;

qm−n + (qn − 1) qm/2−n e§er A = 0 ise.

E§er a ≡ 0 (mod q1 + 1) ise k = 2t+1r olmak üzere;

N(m,n) =

{
qm−n + q(m+k)/2−n e§er A ̸= 0 ise;

qm−n − (qn − 1) q(m+k)/2−n e§er A = 0 ise.

Son olarak bu çal�³man�n ana teoremi n > 1 için a³a§�da verilmi³tir:

Teorem 2.4.3. Diyelim ki t + 1 ≤ u ≤ s ve A= 0. ω, Fqm\ {0} çarp�msal grubunun bir

üreteci ve a, γ = ωa ve 0 ≤ a < qm − 1 ³artlar�n� sa§layan bir tam say� olsun. O zaman:

• s = t+ 1, B1 = obeb
(
m2, q

2tρ + 1
)
iken:

E§er a ≡ n1m2
q2

tr+1
2

mod
(

q2
tr+1

q2
tρ+1

B1

)
ise;

N(m,n) = qm−n − (qn − 1) qm/2−n +B1
qn − 1

q2tρ + 1

(
qm/2+2tr−n + qm/2−n

)
.

E§er a ̸≡ n1m2
q2

tr+1
2

mod
(

q2
tr+1

q2
tρ+1

B1

)
ise;

N(m,n) = qm−n − (qn − 1) qm/2−n.

• s ≥ t+ 2, B1 = obeb
(
2s−um2, q

2tρ + 1
)
iken:

E§er a ≡ 0 mod
(

q2
tr+1

q2
tρ+1

B1

)
ise;

N(m,n) = qm−n + (qn − 1) qm/2−n −B1
qn − 1

q2tρ + 1

(
qm/2+2tr−n + qm/2−n

)
.
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E§er a ̸≡ 0 mod
(

q2
tr+1

q2tρ+1
B1

)
ise;

N(m,n) = qm−n + (qn − 1) qm/2−n.

2.5 Geni³letilemez Fq-kuadratik Mükemmel Lineer

Olmayan Fonksiyonlar

2.5.1 Giri³

Geni³letilemez Fq-kuadratik mükemmel lineer olmayan fonksiyonlar� (ki tan�m�n�

a³a§�da veriyoruz) karakterize etmek zor bir problemdir. Ayr�ca bu fonksiyonlar�n

yar�cisimlerle (semi�eld) do§al ba§lant�lar� vard�r. Dolay�s�yla uygulama alan� da geni³tir.

(Özbudak and Pott, 2015) çal�³mam�zda birçok Fq-kuadratik mükemmel lineer olmayan

fonksiyon s�n�f�n�n geni³letilemez oldu§unu gösterdik. Ayr�ca yar�cisimlerle olan baz� do§al

ili³kileri örnekleriyle belirttik. Konuya ili³kin birçok aç�k problemi aç�klad�k.

Diyelim ki q tek bir asal�n kuvveti olsun. Fq da q elemanl� sonlu cisim olsun. Yine n

bir pozitif say� olsun. Fqn üzerindeki bir Fq-kuadratik form f ³u ³ekilde ifade edilir:

f(x) = Tr(a0x
2 + a1x

q+1 + ...+ an
2
x

n
2
+1)

Burada Tr ifadesi Fqn 'den Fq'ya olan iz fonksiyonunu, yani

TrFqn/Fqm
= x+ xq

m

+ x2q
m

+ ...+ xq
(n/m−1)m

belirtir. Bu f 'e ayr�ca Fqn 'den Fq'ya Fq-kuadratik fonksiyonu da diyoruz.

Dembowski-Ostrom polinomu ile Fqn 'den Fqn 'e giden Fq-kuadratik fonksiyonlar�

anlar�z ki ³öyle ifade edilir:

F (x) =
n−1∑
i,j=0

ai,jx
qi+qj

öyle ki ai,j ∈ Fqn .

E§er {e1, e2, ..., en} bir Fq-lineer baz ve {e∗1, e∗2, ..., e∗n} buna kar³�l�k gelen iz-dik

(trace-orthogonal) bir baz ise

F (x) =
n∑

i=1

fi(x)ei

ve

fi(x) = Tr(e∗i

n−1∑
i1,i2=0

ai1,i2x
qi1+qi2 )
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olarak bulunur. Burada 1 ≤ i ≤ n için fi, Fqn 'den Fq'ya giden bir Fq-kuadratik fonksiyon

(ya da ayn� anlamda Fqn üzerinde bir Fq-kuadratik form)dur.

Dolay�s�yla, baz� aç�k yazmadan, Fqn 'den Fqn 'e giden bir Dembowski-Ostrom

polinomunu, hiçbir genellikten feragat etmeden

F (x) =


f1(x)
...

fn(x)


matris formu ile ifade edebiliriz. Burada f1, ..., fn'ler Fqn üzerinde birer Fq-kuadratik

formdur.

Buraya kadar (n, n) ve (n, 1) Fq-kuadratik fonksiyonlar�n� aç�klad�k. Benzer ³ekilde

1 ≤ r ≤ n için Fqn 'den Fqr 'e giden herhangi bir Fq-kuadratik fonksiyonu

F (x) =


f1(x)
...

fr(x)


ile ifade edilir, öyle ki f1, ..., fr fonksiyonlar� Fqn üzerinde Fq-kuadratik formlard�r.

Tan�m 2.5.1. 1 ≤ r ≤ n pozitif tam say�lar olsun. Diyelim ki


f1
...

fr

 ve


g1
...

gr


Fqn 'den Fr

q'ye giden Fq-kuadratik fonksiyonlar olsun. A³a§�daki ³art olursa biz bu iki

(n, r) fonksiyona denk diyoruz:

Toplamsal permütasyon polinomu (Fq-linearized permutation polynomial) olan L(x) ∈
Fqn [x] ve içeri§i Fq'dan olan r × r tersi olan (nonsingular) [aij]r×r matrisi vard�r öyle ki

[aij]


f1(L(x))

...

fr(L(x))

 =


g1(x)
...

gr(x)


her x ∈ Fqn için do§rudur.

Bu denklik tan�m� ile Geni³letilmi³ A�n Denkli§i (Extended A�ne Equivalence)

ve Carlet-Charpin-Zinoviev Denkli§i (Carlet et al., 1998) bu durumda ayn� olmaktad�r

(bak�n�z (Özbudak and Pott, 2014)).

Tan�m 2.5.2. 1 ≤ r ≤ n tamsay� olsunlar. F de Fqn 'den Fr
q'a bir Fq-kuadratik fonksiyon

46



olsun. Her a ∈ F∗qn için Fqn 'den Fr
q'a a³a§�daki ³ekilde bir DF,a fonksiyonu tan�mlayal�m:

DF,a(x) = F (x+ a)− F (x)− F (a).

E§er her a ∈ F∗qn için DF,a e³it a§�rl�kl� ise, yani her b ∈ Fr
q için

{x ∈ Fqn : DF,a(x) = b}

kümesinin qn−r tane eleman� var ise, biz F 'e (n, r)-bükük (bent) fonksiyon diyoruz.

E§er n = r ise bu tür (n, n)-bükük fonksiyonlara direk geometrik anlamlar�ndan dolay�

düzlemsel (planar) fonksiyonlar da denir. Literatürde k�saca bükük denen fonksiyonlar

asl�nda (n, 1)-bükük fonksiyonlard�r.

Dikkat edilirse biz yaln�zca Fq-kuadratik (n, r)-bükük fonksiyonlar� dü³ündü§ümüz

için bizim denklik tan�m� tam olarak yeterlidir. Tüm olas� (n, r)-bükük fonksiyonlar�

dü³ünmek daha genel bir sorudur. Özellikle r > n
2
için yaln�zca Fq-kuadratik (n, n)-bükük

fonksiyonlar� çal�³mak bile çok zordur. Örne§in (n, n)-bükük fonksiyonlardan Fq-kuadratik

olanlar� yukar�daki denklik tan�m�na göre tüm s�n��ara ay�rmak yaln�zca n ≤ 3

için çözülebilmi³tir. Bu ba§lamda (n, r)-bükük Fq-kuadratik fonksiyonlar� dü³ünmek

önemlidir.

Tan�m 2.5.3. 1 ≤ r ≤ n − 1 tam say� olsun. Yine F de (n, r)-bükük Fq-kuadratik

bir fonksiyon olsun. Bu durumda e§er Fqn üzerinde Fq-kuadratik form olan f varsa ve[
F (x)

f(x)

]
bir (n, r + 1)-bükük veriyorsa, biz F fonksiyonuna geni³letilebilir (extendable)

diyoruz. Aksi halde F fonksiyonuna geni³letilemez (non-extendable) diyoruz.

2.5.2 Yöntem ve Sonuçlar

Bu proje kapsam�nda yap�lan (Özbudak and Pott, 2015) makalesindeki

sonuçlar�m�zdan baz�lar� bu problem ile ilgilidir:

Önerme 2.5.4. n ≥ 2 bir tamsay� ve F : Fqn → Fq bir Fq-kuadratik mükemmel lineer

olmayan (Fq-quadratic perfect nonlinear) fonksiyon olsun. O zaman F geni³letilebilirdir.

Ek Sonuç 2.5.5. F fonksiyonu Fq3'ten Fq2'ye bir Fq-kuadratik mükemmel lineer olmayan

fonksiyon olsun. O zaman F geni³letilebilirdir.

Örnek 2.5.6. q = 3 ve n = 4 olsun. F34'ten F34'e denkli§e göre birbirinden farkl� tam

olarak 2 tane Fq-kuadratik düzlemsel fonksiyon vard�r. Bunlar

x 7→ x4 + x10 − x36 ve x 7→ x2.
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Bilgisayar ile, tüm F3-kuadratik (q4, q2)-bükük fonksiyonlar�n geni³letilebilir oldu§unu

do§rulad�k.

Örnek 2.5.7. q = 3 and n = 5 olsun. F35'ten F35'e denkli§e göre birbirinden farkl� tam

olarak 7 tane Fq-kuadratik düzlemsel fonksiyon (Fq-quadratic planar map) vard�r. Bunlar

• x 7→ x2,

• x 7→ xq+1,

• x 7→ xq
2+1,

• x 7→ x10 + x6 − x2,

• x 7→ x10 − x6 − x2,

• x 7→ x90 + x2,

• x 7→ −(x3 − x) +D(x3 − x) + 1
2
x2 ile D(x) = −x36 + x28 + x12 + x4.

Bilgisayar ile, tüm F3-kuadratik (q5, q2)-bükük fonksiyonlar�n geni³letilebilir oldu§unu

do§rulad�k.

Örnek 2.5.8. q = 3 ve n = 4 olsun. Hat�rlayal�m ki, denkli§e göre Fq4'ten Fq4'ye tam

olarak iki tane Fq-kuadratik mükemmel lineer olmayan fonksiyon vard� ve bunlar x2 ile

x4 + x10 − x36 polinomlar� idi. Ayr�ca Fq4'ten Fq2'ye tüm Fq-kuadratik mükemmel lineer

olmayan fonksiyonlar geni³letilebilirdi. Asl�nda denkli§e göre tam olarak 7 tane Fq4'ten

Fq2'ye Fq-kuadratik mükemmel lineer olmayan fonksiyon vard�r.

Öte yandan, Fq4'ten Fq3'e geni³letilemez Fq-kuadratik mükemmel lineer olmayan

fonksiyonlar da vard�r. Fq4'ten Fq3'e Fq-kuadratik mükemmel lineer olmayan fonksiyonlar

denkli§e göre tam olarak 18 tanedir. Sadece 5 tanesi geni³letilebilirdir. Bunlar�

E1, E2, E3, E4 ve E5 ile belirterek a³a§�daki gibi tan�mlayal�m. Sadece E5 hem x2'ye hem de

x4+x10−x36'ye geni³letilebilir. Di§erleri ise sadece x4+x10−x36'ye geni³letilebilir. Kalan
13 tane Fq-kuadratik mükemmel lineer olmayan fonksiyonlar ise geni³letilemez. Bunlar�

NE1, NE2, ..., NE13 ile belirterek a³a§�da verdik.

�imdi bu fonksiyonlar� aç�k olarak verelim. w, Fq4'ün w4+2w3+2 = 0 ³art�n� sa§layan

bir ilkel eleman� (primitive element) olsun. E1, E2, E3, E4, E5 : Fq4 → F3
q fonksiyonlar�

a³a§�daki gibi verilsin.

E1(x) =


Tr(x2)

Tr(wx10)

Tr(w2x10 + w5x4)

 , E2(x) =


Tr(x2)

Tr(wx10)

Tr(w2x2)

 , E3(x) =


Tr(x2)

Tr(wx10)

Tr(w8x2)

 ,
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E4(x) =


Tr(x2)

Tr(w13x10)

Tr(w5x4)

 , E5(x) =


Tr(x2)

Tr(wx4)

Tr(w2x4)

 .

�ekil 2.1: Matris yap�s�

Bunlar geni³letilebilir fonksiyonlard�r.

NE1, NE2, ..., NE13 : Fq4 → Fq3 fonksiyonlar� da a³a§�daki gibi verilsin.

NE1(x) =


Tr(x2)

Tr(wx10)

Tr(wx4)

 , NE2(x) =


Tr(x2)

Tr(wx10)

Tr(w5x4)

 , NE3(x) =


Tr(x2)

Tr(wx10)

Tr(w7x4)

 ,

NE4(x) =


Tr(x2)

Tr(wx10)

Tr(w3x10 + w8x4 + wx2)

 , NE5(x) =


Tr(x2)

Tr(wx10)

Tr(w3x10 + w25x4 + wx2)

 ,

NE6(x) =


Tr(x2)

Tr(wx10)

Tr(w3x10 + wx4 + w2x2)

 , NE7(x) =


Tr(x2)

Tr(wx10)

Tr(w30x4 + w6x2)

 ,

NE8(x) =


Tr(x2)

Tr(wx10)

Tr(w15x2)

 , NE9(x) =


Tr(x2)

Tr(wx10)

Tr(w4x4 + w15x2)

 ,

NE10(x) =


Tr(x2)

Tr(w13x10)

Tr(wx4)

 , NE11(x) =


Tr(x2)

Tr(wx4)

Tr(w2x10 + wx2)

 ,

NE12(x) =


Tr(x2)

Tr(wx4)

Tr(w14x10 + w8x4 + wx2)

 , NE13(x) =


Tr(x2)

Tr(wx4)

Tr(w4x10 + w8x4 + w2x2)

 .
Bunlar da geni³letilemez fonksiyonlard�r.

Projemizin 3. Geli³me Raporunda belirtti§imiz bu projenin ç�kt�lar�ndan olan

(Özbudak and Pott, 2015) makalemizin bir di§er sonucunu da ³imdi özetliyoruz.
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F (x) =


f1(x)
...

fn(x)

 fonksiyonu Fqn → Fqn aras�nda bir Fq-kuadratik fonksiyondur.

Ayr�ca F 'in (n, n)-bükük olmas�, her 1 ≤ j ≤ n için fj : Fqn → Fq fonksiyonunun dejenere

olmayan Fq-kuadratik form verdi§ini belirtir. Kuadratik form teorisinden bildi§imiz gibi,

karakteristik tek oldu§u için, dejenere olmayan Fq-kuadratik formlarla ters çevrilebilir

(non-singular, invertible) n × n simetrik matrislerin (Fq üzerinde) baz seçmeyle verilen

do§al bir ili³kisi vard�r.

F fonksiyonu ile de§i³meli ön yar�cisimlerin (presemi�eld) de do§al bir ili³kisi

vard�r (bak�n�z (Coulter, 2008)). Ancak de§i³meli ön yar�cisimler ile simetrik matrisler

aras�nda do§al bir ili³ki direk olarak yoktur. Asl�nda ön yar�cisimlerle matrisler

aras�nda do§al bir ili³ki vard�r ancak bu ili³ki simetrik matrisler özeline inersek ancak

simplektik ön yar�cisimlerle vard�r (bak�n�z (Ball and Brown, 2004)). Acaba bizim

kuadratik (n, n)-bükük fonksiyonlar�n koordinat fonksiyonlar� fi'leri incelerken do§al

olarak kar³�la³t�§�m�z ters çevrilebilir simetrik matrislerin bu çerçevede yeri nedir diye

kendimize sorabiliriz.

Bunun cevab�n� biz (Özbudak and Pott, 2015) makalesinde Knuth'un kübik dizisini

(Knuth's cubical array) (Knuth, 1965) kullanarak veriyoruz. Herhangi bir ön yar�cisim

e§er Fq üzerinde verilirse ve {e1, ..., en} kümesi Fq üzerinde bir baz ise her 1 ≤ i, j ≤ n

için

ei ◦ ej =
k=1∑
n

aijkek

³eklinde aijk ∈ Fq katsay�lar�n� bulal�m. Burada ◦ ön yar�cisim çarpma i³lemidir. Dikkat

edersek

(aijk)1≤i,j,k≤n

bir küp olu³turur ve q3 eleman� vard�r.

Bizim özel durumumuzda Fqn toplamsal olarak yar�cisim ile ayn�d�r ve yeni çarpma

i³lemi

x ◦ y = F (x+ y)− F (x)− F (y)

olarak verilir. Dikkat edilirse ◦ i³leminin bizim özel durumumuzda de§i³me özelli§i vard�r.

Yine {e1, ..., en} baz� seçilerek elde edilen (aijk) Knuth'un kübik dizisinde bizim yukarda

bahsetti§imiz simetrik n×n matrisleri de her 1 ≤ k ≤ n için k'yi de k0 olarak sabitleyince

elde edilen (aijk0)1≤i,j≤n matrisleridir.

Bu matrislerin gerçekten de simplektik ön yar�cisimlerle ³öyle bir ili³kisi vard�r.

Knuth'un kübik dizisini kullanarak asl�nda direk ön yar�cisim kurulabilir. Dolay�s�yla
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(aijk) kübik dizisi üzerinde indisleri permütasyonla yer de§i³tirerek 6 taneye kadar hatta

izotopik ön yar�cisim bulabiliriz. Bu çok ilginçtir çünkü izotopik olmayan yar�cisim bulmak

genelde çok zordur ve en büyük aç�k problemlerden biridir. Burada hemen cebirdeki

izomor�k kavram�n�n burada uygun olmad�§�n� (daha do§rusu bir bak�ma çok daha

kolay oldu§unu) belirtelim ve detaylar için (Özbudak and Pott, 2015) makalemizdeki

referanslara okuyucuyu yönlendirelim.

Knuth'un kübik dizisi ile elde edilen 2 temel operasyon ³udur: (12) permütasyonu ile S
yar�cisminden ters S∗ yar�cismini ve (13) permütasyonu ile dual Sd yar�cismini elde ederiz.

Bu ba§lamda �ekil 2.2'deki 6 adet yar�cisim ç�kar ki bunlar�n bazen birbirlerine izotopik

olma durumu vard�r. Ancak bizim durumumuzda ba³lad�§�m�z S zaten de§i³meli yar�cisim

�ekil 2.2: �zotopik olma durumlar�

oldu§undan �ekil 2.2 yaln�zca �ekil 2.3'e dönü³ür.

�ekil 2.3: De§i³meli yar�cisim

Ayr�ca S de§i³meli olmad�§�ndan Sd∗ simplektik bir yar�c�simdir. Bu da do§al olarak

Sd∗'a kar³�l�k gelen Knuth'un kübik dizisi (bijk)1≤i,j,k≤n ise her 1 ≤ j ≤ n için

j = j0 sabitlenince elde edilen n × n bir (bij0k)1≤i,k≤n matrislerinin simetrik oldu§u

anlam�na gelir. Knuth'un kübik permütasyonlar� üzerindeki permütasyonlar� dü³ünerek

(Özbudak and Pott, 2015) makalesinde biz (aijk0) simetrik matrislerinin tam olarak

(aij0k) matrisleriyle denk dü³tü§ünü gösterdik. Daha aç�k olarak, F olarak (n, n)-bükük

Fq-kuadratik fonksiyonun koordinat fonksiyonu olan fj : Fqn → Fq olan Fq-kuadratik

bükük fonksiyonlar�n verdi§i simetrik matrisler, F 'ten elde edilen S de§i³meli yar�cisminin
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de§il S'ten elde edilen Sd∗ simplektik yar�cisminin Knuth kübik dizisinin orta indislerini

sabitleyerek elde etti§imiz simetrik matrislerdir.

Burada yar�cisim ve ön yar�cisim aras�nda bir fark gözetmedik. Çünkü bunlar izotopik

olarak birbirlerine denktir (bak�n�z (Özbudak and Pott, 2015) bölüm 5).

2.6 Fqm Üzerinde yq
n − y = γxq

h+1 − α E§risinin

L-polinomlar�

2.6.1 Giri³

Bu bölümde, karakteristi§i tek olan sonlu cisimler üzerinde tan�mlanan özel

bir s�n�ftaki cebirsel e§rilerin L-polinomlar�n� dikkate al�yoruz. Sonlu cisimler

üzerindeki cebirsel e§rilerin kodlama teorisinde, kriptogra�de, yar� rastgele say�lar

teorisinde ve ba§lant�l� alanlarda (Niederreiter and Xing, 2001, 2009; Stichtenoth, 2000;

Tsfasman and Vladut, 1991) çe³itli uygulamalar� vard�r. Bu uygulamalar için bir e§rinin

rasyonel noktalar�n�n say�s�n� bilmek önemlidir. Bu bölüm boyunca e§ri derken karakteri

tek olan bir sonlu cisim üzerinde tan�ml� düzgün (smooth), geometrik olarak indirgenemez

izdü³ümsel e§riyi kastediyor olaca§�z.

Bir e§rinin rasyonel noktalar�n�n say�s� ile ilgili sonraki ad�m do§al olarak

L-polinomlar�d�r (bak�n�z K�s�m 2.6.2). Bu polinom, sonlu cismin tüm geni³lemeleri

üzerindeki rasyonel nokta say�lar�n�n bilgisini içerir. E§rilerin L-polinomlar�n� hesaplamak

algoritmik say�lar teorisi ve kriptogra� ile ba§lant�l� zor bir problemdir (Kasami, 1974;

Laudera and Wan, 2002).

Bir e§rinin L-polinomu ayr�ca o e§rinin Jacobian de§i³mezi hakk�nda da bilgi ta³�r.

Bir e§rinin Jacobian de§i³mezi, g e§rinin cinsini (genus) göstermek üzere g boyutlu bir

abelyan de§i³kendir. Ba³ka bir ifadeyle, L-polinomu Jacobian de§i³mezi üzerinde tan�ml�

Frobenius aksiyonunun karakteristik polinomu olarak dü³ünülebilir (Tate, 1966).

2.6.2 Genel Bilgiler

Fq ifadesi q elemanl� bir sonlu cismi göstersin. Fq üzerinde tan�ml� tek de§i³kenli

rasyonel fonksiyonlar�n bir sonlu geni³lemesi fonksiyon cismi olarak isimlendirilir ve

K ile gösterilir, yani fonksiyon cismi rasyonel fonksiyonlar cismi Fq(x)'n�n bir sonlu

geni³lemesidir. Bundan dolay�, indirgenemez bir r(T ) = r0(x) + r1(x)T + · · · +
rn−1(x)T

n−1 + T n ∈ Fq(x)[T ] polinomunun kökü y olmak üzere K = Fq(x, y)'dir. Ortak

payda ile çarparak bir h(x, y) = yn + yn−1hn−1(x) + · · · + h1(x)y + h0(x) ∈ Fq[x, y]

indirgenemez polinomunu elde ederiz. Asl�nda bu tümüyle indirgenemezdir (absolutely
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irreducible), yani Fq[x, y] üzerinde indirgenemezdir (bundan dolay� da geometrik olarak

indirgenemezdir). Fq üzerinde bir fonksiyon cismi K'n�n bir de§er halkas� (valuation ring)

O, Fq ⊂ O ⊂ K ve herhangi bir z ∈ K için z ∈ O veya z−1 ∈ O olacak ³ekilde tan�mlan�r.

Fq üzerinde bir fonksiyon cismi K'n�n bir yeri P , K'n�n bir de§er halkas� olan O'nun

maksimal ideali ³eklinde tan�mlan�r. PK ile K'n�n tüm yerlerinin kümesini gösterelim.

Dikkat edelim ki, e§er O bir de§er halkas� ve P de onun maksimal ideali ise o zaman O
de§er halkas� P yeri ile tek ³ekilde belirlenebilir, yani O = OP = {z ∈ K | z−1 /∈ P}'dir.
Burada P , OP 'nin maksimal ideali oldu§undan OP/P bölüm cismi de P 'nin kalanlar s�n�f�
cismi (residue class �eld) olarak isimlendirilir. OP/P 'nin Fq üzerindeki geni³leme derecesi,

P yerinin derecesi olarak adland�r�l�r. Yani degP = [OP/P : Fq]'dur.

D =
∑
P∈PK

nPP formal toplam� bölen (divisor) olarak adland�r�l�r. Burada not etmek

gerekir ki bu formal toplamda nP tamsay�lar�n�n sadece sonlu tanesi s�f�rdan farkl� olabilir.

Böylelikle bir D böleninin derecesi degD =
∑
P∈PK

nP degP ³eklinde tan�mlan�r. D(K)

ifadesi K'n�n tüm bölenlerinin kümesini göstersin. Biliyoruz ki bu küme sonsuz elemanl�

bir abelyan gruptur. D0(K) kümesi D(K)'n�n degD = 0 ³art�n� sa§layan D bölenlerini

içeren alt kümesi olsun. D0(K), D(K)'n�n bir alt grubudur. P(K) ⊂ D0(K) kümesi K'n�n
temel bölenlerini (principal divisors) içeren küme olsun. O zaman

Jac(K) = D0(K)/P(K)

bölüm grubu K'n�n Jacobian'� olarak adland�r�l�r.

Herhangi iki D =
∑
P∈PK

nPP , D′ =
∑
P∈PK

n′PP ∈ D(K) böleni için e§er her P ∈ PK
için nP ≥ n′P oluyorsa D ≥ D′ deriz. E§er her P ∈ PK için nP = 0 oluyorsa D'ye s�f�r

bölen (zero divisor) deriz ve D = 0 ³eklinde gösteririz. n ≥ 0 tamsay�lar� için

An = |{A ∈ D(K) : A ≥ 0 and degA = n}|

³eklinde tan�mlad�§�m�z An sonlu bir say�d�r. Buna göre zeta fonksiyonu

ZK(t) =
∞∑
n=0

Ant
n ∈ C[[t]]

kuvvet serisi olarak tan�mlan�r.

Cebirsel e§riler teorisi fonksiyon cisimler teorisi ile denk bir yap�ya sahiptir.

Cebirsel e§riler ve fonksiyon cisimleri aras�ndaki ili³kiyi inceleyen k�sa bir çal�³ma

olarak (Stichtenoth, 2000, Appendix B) referans�n� verebiliriz. �imdi yukardaki zeta

fonksiyonunu kullanarak χ e§risinin L-polinomunu (ya da tekabül eden fonksiyon cisminin

L-polinomunu) tan�mlayabiliriz. A³a§�daki teorem sonlu cisimler üzerindeki cebirsel e§riler
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için en önemli sonuçlardan biridir (Stichtenoth, 2000).

Teorem 2.6.1. Fq üzerinde tan�ml� χ e§risinin tam sabit cismi (full constant �eld) Fq

olsun, F = Fq(x, y) de ona tekabül eden fonksiyon cismi olsun. O zaman

1. Bir LF (t) = 1+ a1t+ a2t
2 + · · ·+ a2g−1t

2g−1 + qgt2g ∈ Z[t] polinomu mevcuttur öyle

ki

ZF (t) =
LF (t)

(1− t)(1− qt)
.

Burada LF (t) polinomu χ'nin (ya da F 'in) L-polinomu olarak adland�r�l�r. Ayr�ca

belirtelim ki g burada χ'nin (ya da F 'in) cinsidir.

2. a2g−i = qg−iai, 1 ≤ i ≤ g.

3. LF (t) =
∏2g

i=1(1− αit), αi ∈ C.

4. Hasse-Weil Teoremi a³a§�dakine denktir:

log |αi| =
1

2
for i = 1, 2, . . . , 2g.

Not edelim ki bu teorem (hala bir aç�k problem olan) klasik Riemann Hipotezi'nin

pozitif karakteristikteki kar³�l�§�d�r.

Fq üzerindeki χ e§risi için F = Fq(x, y) bu e§riye kar³�l�k gelen fonksiyon cismi ve

N(χ) de bu e§rinin rasyonel noktalar�n�n say�s� olsun, yani F 'nin bir dereceli yerlerinin

say�s� olsun. O zaman Hasse-Weil Teoremi bize N(χ) için

q + 1− 2g
√
q ≤ N(χ) ≤ q + 1 + 2g

√
q

³eklindeki s�n�rlar� verir (burada g ile F 'nin cinsi gösteriliyor). Serre bunu biraz daha

geli³tirmi³tir:

q + 1− g⌊2q1/2⌋ ≤ N(χ) ≤ q + 1 + g⌊2q1/2⌋.

Hasse-Weil s�n�rlar�na ula³an e§riler oldu§unu biliyoruz. E§er e§ri üst s�n�ra ula³�rsa e§riye

maksimal e§ri denir, e§er alt s�n�ra ula³�rsa da minimal e§ri ismini al�r. Ama genelde N(χ)

say�s�n� belirlemek zordur. N(F.Fqi) ifadesi bir i tamsay�s� için F 'nin Fqi üzerindeki bir

dereceli yerlerinin say�s�n� göstersin. F 'nin L-polinomunu belirlemek için N(F.Fqi) say�s�n�

tüm Fqi/Fq geni³lemeleri için belirlemek gerekir (i = 1, 2, . . . , g). Bu ³ekilde L-polinomu

LF (t) = 1 + a1t + · · · + a2g−1t
2g−1 + qgt2g ∈ Z[t] bize tüm N(F.Fqi) say�lar�n� verir her

i ∈ Z+ için. Bunun da ötesinde LF (t) bize baz� �geometrik" bilgileri de verir. Örne§in:
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• LF (1) : F 'nin s�n�f say�lar� (Stichtenoth, 2000, Teorem 5.1.15),

• Jacobian varyetesinin p-rank� (ya da Hasse-Witt de§i³mezi) (Stichtenoth, 1979),

• E§rinin (ya da Jacobian'�n�n) Newton çokgeni (Manin, 1963).

E§er izdü³ümsel do§ruyu, yani χ = P1'i, ya da F = Fq(x)'i dü³ünürsek o zaman cins

s�f�r olur ve bu bize LF (t) = 1 ve ZF (t) = 1
(1−t)(1−qt) oldu§unu söyler. E§er Fq üzerinde

cinsi g ≥ 1 olan maksimal χ e§risini dü³ünürsek o zaman q bir tam kare olmal�d�r ve

Lχ(t) = (1−√
qt)2g olur. E§er Fq üzerinde cinsi g ≥ 1 olan minimal χ e§risini dü³ünürsek

o zaman yine q bir tam kare olmal�d�r ve Lχ(t) = (1 +
√
qt)2g olur. Belirtmeliyiz ki

genel olarak Fq üzerinde cinsi g olan maksimal (veya minimal) e§rilerin olup olmad�§�

hala bir aç�k problemdir. Fq üzerinde cinsi g ≥ 1 olan maksimal e§riler için biliyoruz ki

g ≤
(
√
q + 1)

√
q

2
. Ayr�ca birasyonel izomor�zm alt�nda Fq2 üzerindeki Hermitian e§risi

H : yq + y = xq+1, cinsi (q+1)q
2

olan tek maksimal e§ridir (bak�n�z (Rück and Stichtenoth,

1994)).

Fq üzerinde bir E elliptik e§risini dikkate alal�m. Hasse-Weil Teoremi ile, bir −2
√
q ≤

−b ≤ 2
√
q için E'nin rasyonel yerlerinin say�s� N(E) = q + 1 − b olur. Genel olarak

Hasse-Weil aral�§�n�n hangi de§erlerinin ula³�labilir oldu§unu bilmiyoruz. Burada g = 1

için, tam olarak sadece Waterhouse'un (Waterhouse, 1969) a³a§�daki sonucunu biliyoruz

(Rück, 1987) ve (Voloch, 1989).

2.6.3 Gereç, Yöntem ve Sonnuçlar

p bir tek asal olsun. Pozitif tamsay�lar e ve m için q = pe olmak üzere Fq ve Fqm

ifadeleri s�ras�yla q ve qm elemanl� sonlu cisimleri göstersin. n say�s�m'yi bölen bir tamsay�

ve TrFqm/Fqn
ifadesi ilgili iz fonksiyonu olsun. h negatif olmayan bir tamsay� ve α, γ ∈ Fqm

öyle ki γ ̸= 0 olsun.

N(m,n) =
∣∣∣{x ∈ Fqm | TrFqm/Fqn

(
γxq

h+1 − α
)
= 0
}∣∣∣ .

χ e§risi Artin-Schreier tipi

χ : yq
n − y = γxq

h+1 − α (2.1)

e§risi olsun. Burada χ e§risinin cinsi g(χ) =
(qn − 1)qh

2
ve e§rinin Fqm-rasyonel

noktalar�n�n say�s� N(χ) için Hilbert'in Teorem 90'�n� kullanarak

N(χ) = 1 + qnN(m,n)
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buluruz. Bundan dolay� N(χ) say�s�n� belirlemek N(m,n) say�s�n� belirlemek ile ayn�d�r.

Bu say� (Özbudak and Sayg�, 2014)'de tam olarak çok yerde belirlenmi³tir ve bütünlü§ü

bozmamak ad�na bu sonuçlar� Ek k�sm�nda verdik. Bu sonuçlar� ve (Stichtenoth, 2000,

K�s�m 5)'teki baz� teknikleri kullanarak baz� durumlarda L-polinomu Lχ(t)'yi a³a§�da elde

ettik.

q,m ve n verilmi³ olsun. Buna göre χ'nin L-polinomu Lχ(t)'yi hesaplamak için

a³a§�daki ad�mlar� kullan�yoruz.

1. l ∈ Z+ için N(lm, n)'yi hesapla.

2. S(lm, n) = qnN(lm, n)− qlm hesapla.

3. L′χ(t) ifadesi Lχ(t)'nin türevi olmak üzere
L′χ(t)

Lχ(t)
=
∞∑
l=1

S(lm, n)tl−1 hesapla.

4. �ki taraf�n da integralini al ve Lχ(t) ifadesini elde etmek için sadele³tirmeler yap.

L-polinomlar hakk�nda elde etti§imiz nümerik sonuçlar� vermeden önce, Hermitian

e§riler ve bizim (2.1) format�ndaki e§rilerimiz aras�ndaki ba§lant�y� belirtmek istiyoruz.

Aç�klama 2.6.2. Bizim (2.1) format�ndaki e§rilerimiz a³a§�daki formatta olan tüm

Hermitian e§rilerini kapsar.

yq + y = xq+1(Fq2 üzerinde).

(2.1)'de e§er n = 1, h = 1, m = 2 ve α = 0 al�rsak ve y de§i³kenini baz� s�f�rdan farkl�

c ∈ Fq2 için y = cz olarak de§i³tirirsek

(cz)q − cz = γxq+1.

cq ile bölerek

zq − 1

cq−1
z =

γ

cq
xq+1.

O zaman
1

cq−1
= −1 ve

γ

cq
= 1 olmal�. ω, Fq2 \ {0} çarp�msal grubunun bir üreteci olsun.

O zaman c = w
q+1
2 ve γ = cq = w

q(q+1)
2 seçerek istedi§imiz sonucu elde ederiz.

Yukardaki ad�mlar� takip ederek baz� e§rilerin L-polinomlar�n� a³a§�daki ³ekilde

hesaplad�k.
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Örnek 2.6.3. χ, Fq4 üzerinde y
q−y = xq+1 e§risi olsun. O zaman bu e§rinin L-polinomu

Lχ(t) =
(
1− q2t

)q(q−1)
.

Örnek 2.6.4. χ, Fq2 üzerinde y
q−y = xq+1 e§risi olsun. O zaman bu e§rinin L-polinomu

Lχ(t) = (1− qt)
q2−1

2 (1 + qt)
(q−1)2

2 .

Örnek 2.6.5. χ, Fq4 üzerinde y
q−y = xq

2+1 e§risi olsun. O zaman bu e§rinin L-polinomu

Lχ(t) =
(
1− q2t

) (q2+1)(q−1)
2

(
1 + q2t

) (q2−1)(q−1)
2 .

Örnek 2.6.6. χ, Fq6 üzerinde y
q−y = xq

4+1 e§risi olsun. O zaman bu e§rinin L-polinomu

Lχ(t) =

 (1 + q3t)
q−1

(1− q24t8)
q4(q−1)

8 , q ≡ 3 mod 4,

(1− q3t)
q−1

(1− q24t8)
q4(q−1)

8 , q ≡ 1 mod 4.

Örnek 2.6.7. χ, Fq5 üzerinde y
q−y = xq

4+1 e§risi olsun. O zaman bu e§rinin L-polinomu

Lχ(t) =


(1− q5t)

q−1
(1− q40t16)

(q4−1)(q−1)
16 , q ≡ 3 mod 4,

(1− q5t2)
q−1
2 (1− q5t)

q−1
(1− q40t16)

(q4−1)(q−1)
16

(1 + q5t2)
q−1
2

, q ≡ 1 mod 4.

Örnek 2.6.8. χ, Fq4 üzerinde y
q2−y = xq+1 e§risi olsun. O zaman bu e§rinin L-polinomu

Lχ(t) =

 (1− q2t)
2(q2−1)

(1 + q2t)
q2−1 , q = 3,

(1− q2t)
q2−1

(1− q6t3)
4(q2−1)

3 , q = 5.

A³a§�daki sonuç bize Lχ(t)'nin baz� durumlarda q + 1'in çarpanlar�na göre de§i³ti§ini

gösteriyor.

Teorem 2.6.9. χ, Fq2 üzerinde yq
2 − y = xq+1 e§risi olsun. θ bir tek asal ve ν0 ile ν1

pozitif tamsay�lar olmak üzere q + 1 = 2ν0θν1 olsun.O zaman bu e§rinin L-polinomu

(
1− qθtθ

1 + qθtθ

) q2−1
2θ

(
ν0∏
i=1

(
1− q2

i

t2
i
) q2−1

2

)(
ν1∏
i=1

(
1− q2θ

i

t2θ
i
) (q2−1)(θ−1)

θ

)(
ν0∏
i=2

ν1∏
j=1

(
1− q2

iθj t2
iθj
) (q2−1)(θ−1)

2θ

)
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öyle ki

P =

(
1− qθtθ

1 + qθtθ

) q2−1
2θ

.

E§er ν0 bir pozitif tamsay� olmak üzere q+1 = 2ν0 ³eklinde bir s�n�rland�rma yaparsak

a³a§�daki sonucu elde ederiz. Belirtelim ki q bir asal�n kuvveti ve q+1 = 2ν0 olacak ³ekilde

sonsuz say�da ν0 de§eri olmas� için Mersenne asallar� konjektürünün sa§lanmas� gerek ve

yeter ko³uldur (Huppert, 1982, Bölüm IX, Lemma 2.7).

Ek Sonuç 2.6.10. χ, Fq2 üzerinde yq
2 − y = xq+1 e§risi olsun. Ayr�ca ν0 bir pozitif

tamsay� olmak üzere q + 1 = 2ν0 olsun. O zaman e§rinin L-polinomu

ν0∏
i=1

(
1− q2

i

t2
i
) q2−1

2
.

Teorem 2.6.9'ün ispat�ndaki metotlar�n benzerlerini kullanarak a³a§�daki sonucu elde

ederiz. Vurgulamak istiyoruz ki a³a§�daki L-polinomlar� Fq'nun karakteristi§ine ba§l�d�r.

Önerme 2.6.11. χ, Fq6 üzerinde yq − y = xq
4+1 + α e§risi olsun. A = TrFq6/Fq(α) ̸= 0

oldu§unu farz edelim ve p = char(Fq) olsun. O zaman L-polinomu

Lχ(t) =


(1− q3ptp)

q
p (1− q24pt8p)

q(q4−1)
8p

(1− q3t) (1− q24t8)
q4−1

8

, q ≡ 1 mod 4,

(1 + q3ptp)
q
p (1− q24pt8p)

q(q4−1)
8p

(1 + q3t) (1− q24t8)
q4−1

8

, q ≡ 3 mod 4.

2.7 Galois Halkalar�nda Polinom Çarp�m�

Proje kapsam�nda çal�³�lan konu hakk�nda gerekli bilgiler, yöntem ve bulgular 3

alt bölüm alt�nda toplanm�³t�r. Elde edilen sonuç bir dergiye de§erlendirilmesi için

gönderilmi³tir.

2.7.1 Giri³

Galois halkalar� kriptogra�, kodlama teorisi, ileti³im ve sinyal i³leme alanlar�ndaki

uygulamalar� nedeniyle son zamanlarda büyük ilgi çekmi³tir (Krishna and Sun, 1995),

(Krishna and Lin, 1994a), (Krishna and Lin, 1994b), (Lint, 1999). Bu çal�³mada Z4

üzerindeki Galois halkalar�na yo§unla³�lmas�n�n sebebi, buralardaki iyi hata düzeltme

kodlar�n�n varl�§�d�r (Hammons and Sole, 1994). Abrahamsson, Galois halkas�ndaki iki
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polinomun çarp�m� için okul yöntemi (schoolbook method) tabanl� çarp�c�lar önermi³tir

(Abrahamsson, 2004). Bu çarp�c�lar�n alan karma³�kl�§� üsseldir. Bundan dolay� verimlilik

konusunda baz� problemleri vard�r.

2.7.2 Matematiksel Altyap�

p asal bir say� ve k,m poziti� tamsay�lar olsun. Zpk , pk modülüne göre tamsay�lar

halkas� olsun. f(x) ∈ Zpk [x] derecesi n ve (xp
n−1 − 1)'yi bölen monik indirgenemez olsun.

Zpk [x]/ < f(x) > halkas� GR(pk, n) ile gösterilir ve karakteristi§i pk, mertebesi pkn olan

Galois halkas� olarak isimlendirilir. k = 1 oldu§u durumda GR(pk, n), Fpn sonlu cismine

dönü³ür. Ayr�ca, n = 1 ise GR(pk, n), Zpk halkas� olur. f(x) ∈ Zpk [x] hem Zpk hem de

Fp üzerinde indirgenemez ise f(x) temel (basic) indirgenemez polinom olarak adland�r�l�r.

Bu çal�³mada, f(x), Z4 üzerinde derecesi n olan temel indirgenemez polinom olmak üzere

karakteristi§i 4, mertebesi 4n olan Galois halkas� R = GR(4, n) ∼= Z4[x]/ < f(x) >'dir.

n × n boyutundaki Toeplitz matrisi (Ti,j), 2 ≤ i, j ≤ n için Ti,j = Ti−1,j−1 özelli§ini

sa§layan bir matristir. ℓ pozitif bir tamsay� olmak üzere m ∈ {2, 3} ve n = mℓ olsun.

A, n × n boyutunda Toeplitz matris, B, n × 1 boyutunda sütun vektörü ve C = A · B
Z4 üzerinde olsun. (Winograd, 1980) ve (Fan and Hasan, 2007) çal�³malar�nda verilen

yöntemi de§i³tirerek a³a§�daki formüller elde edilir. Öncelikle n = 2ℓ durumunu ele alal�m.[
A0 A1

A2 A0

]
·

[
B0

B1

]
=

[
C0

C1

]

Burada A0, A1 ve A2
n
2
× n

2
boyutunda Toeplitz matrislerdir. B0, B1, C0 ve C1, n

2
× 1

boyutunda sütun vektörleridir. (Winograd, 1980)'da verilen yöntemi Z4 için uyarlarsak:

P0 = (A0 + A1)B1

P1 = (A0 + A2)B0

P2 = A0(B0 −B1) = A0(B0 + 3B1)

olmak üzere,

C0 = P0 + P2

C1 = P1 − P2 = P1 + 3P2

n = 2 durumunda C'yi hesaplamak için ihtiyaç duyulan çarpma i³lemi say�s� 3,

toplama i³lemi say�s� 3 ve ç�karma i³lemi say�s� 2'dir. (Fan and Hasan, 2007) referans�nda

verilen karma³�kl�k hesaplar� karakteristi§i 4 olan Galois halkalar� için güncellenirse ³u
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sonuçlar elde edilir:

#carpma = nlog23

#toplama =
11

2
nlog23 − 7n+ 0.5

#cikarma = n

Benzer ³ekilde n = 3ℓ olsun.
A0 A1 A2

A3 A0 A1

A4 A3 A0

 ·


B0

B1

B2

 =


C0

C1

C2


Burada A0, A1, A3 ve A4

n
3
× n

3
boyutundaki Toeplitz matrisleri ve B0, B1, B2, C0, C1 ve

C2, n
3
× 1 boyutundaki sütun vektörleri olsun.

P0 = (A0 + A3 + A4)B0

P1 = (A0 + A1 + A3)B1

P2 = (A0 + A1 + A2)B2

P3 = A0(B0 −B2) = A0(B0 + 3B2)

P4 = A1(B1 −B2) = A1(B1 + 3B2)

P5 = A3(B0 −B1) = A3(B0 + 3B1)

olmak üzere

C0 = P2 + P3 + P4

C1 = P1 − P4 + P5 = P1 + 3P4 + P5

C2 = P0 − P3 − P5 = P0 + 3P3 + 3P5

n = 3 durumunda C'yi hesaplamak için ihtiyaç duyulan çarpma i³lemi say�s� 6,

toplama i³lemi say�s� 8 ve ç�karma i³lemi say�s� 6'd�r. (Fan and Hasan, 2007) referans�nda

verilen karma³�kl�k hesaplar� karakteristi§i 4 olan Galois halkalar� için güncellenirse ³u
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sonuçlar elde edilir:

#carpma = nlog36

#toplama =
24

5
nlog36 − 7n+

1

5
#cikarma = 2n

Tablo 2.1'de belirtilen Galois halkas�ndaki iki polinomun çarp�m� için ihtiyaç duyulan

çarpma, toplama ve ç�karma say�lar� verilmi³tir. Tablo 2.1'de n = mℓ olarak kabul

edilmi³tir. Z4'de elemanlar�n ç�karma i³lemi 3 ile çarp�m olarak dü³ünülebilir.

Tablo 2.1: Çarpma �³leminin Asimtotik Karma³�kl�§�

m Z4'deki çarpma say�s� Z4 toplama say�s� Z4'deki ç�karma say�s�

2 nlog2(3) 11
2
nlog2(3) − 7n+ 1

2
n

3 nlog3(6) 24
5
nlog3(6) − 7n+ 1

5
2n

2.7.3 Gereç, Yöntem ve Sonuçlar

Katsay�lar� Z4 üzerinde olan a(x) ve b(x) polinomlar�n�n çarp�m� Toeplitz matrisi ve

vektör çarp�m� ³eklinde yap�labilir.

Teorem 2.7.1. f(x) = xn+x+1, Z4 üzerinde temel indirgenemez polinom olsun. a(x) =

an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 ve b(x) = bn−1x

n−1 + · · · + b1x + b0 katsay�lar� Z4'de olan n

terimli polinomlar ve a(x) · b(x) (mod f(x)) ≡ c(x) = cn−1x
n−1 + · · · + c1x + c0 olsun.

c(x)'in katsay�lar� C = A1B + A2B ³eklinde hesaplanabilir. Burada,

A1 =



a1 a0 + 3an−1 3(an−1 + an−2) · · · 3(a3 + a2) 3(a2 + a1)

a2 a1 a0 + 3an−1 · · · 3(a4 + a3) 3(a3 + a2)
...

...
...

. . .
...

...

an−1 an−2 an−3 · · · a1 a0 + 3an−1

a0 an−1 an−2 · · · a2 a1


,
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A2 =



0 0 0 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · 0 0

0 2an−1 2an−2 · · · 2a2 2a1


, B =



b0

b1
...

bn−2

bn−1


, C =



c1

c2
...

cn−1

c0


A1B, Toeplitz matrisi ve vektör çarp�m�d�r.

Örnek 2.7.2. f(x) = x4 + x + 1, Z4 üzerinde temel indirgenemez polinomdur. A =

a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 ve B = b3x
3 + b2x

2 + b1x+ b0, Z4 üzerinde 4 terimli polinomlar ve

A ·B = C ′ = c′6x
6 + · · ·+ c′0, A ·B (mod f(x)) = C = c3x

3 + · · ·+ c0 olsun.

x4 = −x− 1 = 3x+ 3

x5 = 3x2 + 3x

x6 = 3x3 + 3x2

c′0 = a0b0

c′1 = a0b1 + a1b0

c′2 = a0b2 + a2b0 + a1b1

c′3 = a0b3 + a3b0 + a1b2 + a2b1

c′4 = a1b3 + a3b1 + a2b2

c′5 = a2b3 + a3b2

c′6 = a3b3
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ve

c0 = 3c′4 + c′0

c0 = 3a1b3 + 3a2b2 + 3a3b1 + a0b0

c1 = 3c′5 + 3c′4 + c′1

c1 = 3(a1 + a2)b3 + 3(a2 + a3)b2 + (a0 + 3a3)b1 + a1b0

c2 = 3c′6 + 3c′5 + c′2

c2 = 3(a2 + a3)b3 + (a0 + 3a3)b2 + a1b1 + a2b0

c3 = 3c′6 + c′3

c3 = (a0 + 3a3)b3 + a1b2 + a2b1 + a3b0

olmak üzere

C ′ = c′6(3x
3 + 3x2) + c′5(3x

2 + 3x) + c′4(3x+ 3) + c′3x
3 + c′2x

2 + c′1x+ c′0

C = (3c′6 + c′3)x
3 + (3c′6 + 3c′5 + c′2)x

2 + (3c′5 + 3c′4 + c′1)x+ 3c′4 + c′0

C =


a1 a0 + 3a3 3(a2 + a3) 3(a1 + a2)

a2 a1 a0 + 3a3 3(a2 + a3)

a3 a2 a1 a0 + 3a3

a0 3a3 3a2 3a1

 ·


b0

b1

b2

b3

 =


c1

c2

c3

c0



C =




a1 a0 + 3a3 3(a2 + a3) 3(a1 + a2)

a2 a1 a0 + 3a3 3(a2 + a3)

a3 a2 a1 a0 + 3a3

a0 a3 a2 a1

+


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 2a3 2a2 2a1


 ·


b0

b1

b2

b3


Aç�klama 2.7.3. Z4'de her eleman�n tersi bulunmad�§�ndan Çinli Kalan Teoremine dayal�

çarpma yöntemleri karakteristi§i 4 olan Galois halkas�nda kullan�lamamaktad�r. Ayn�

zamanda, Karatsuba-Ofman yöntemi, önerilen bu yöntem ile ayn� say�da çarpma i³lemine

ihtiyaç duymas�na ra§men, ihtiyaç duyulan ç�karma i³lemi say�s� önerilen yöntemdekinden

daha fazlad�r. Buna ek olarak, Karatsuba-Ofman yöntemini herhangi bir n için formülize

etmek kolay de§ildir.
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Aritmetik Karma³�kl�k

ℓ pozitif tamsay� olmak üzere m ∈ {2, 3} ve n = mℓ olsun. Mn, An ve Sn s�ras�yla

ihtiyaç duyulan çarpma (mults), toplama (adds) ve ç�karma (subs) i³lemlerinin say�s�

Tablo 2.1'de verilmi³tir. Tablo 2.2 önerilen yönteme göre iki polinomun çarp�m� için R'deki

çarpma, toplama ve ç�karma i³lem say�lar�n� göstermektedir. 2 ile çarpman�n sadece bir

kayd�rma i³lemine ve bunun neredeyse maliyetsi oldu§unu hat�rlatmakta fayda var. Benzer

³ekilde 3 ile çarp�m bir say�n�n tersi olarak hesaplanabilmektedir.

Tablo 2.2: R'deki Çarpma �³lemi �çin Asimtotik Karma³�kl�k

Z4'deki çarpma say�s� Z4'deki toplama say�s� Z4'deki ç�karma say�s� 2 veya 3 ile çarpma

Mn An + (n− 1) Sn 2n− 2

Aç�klama 2.7.4. n ∈ {2, 3, 4, 6, 7, 9, 15, 22, 28, 30, 46, 60, 63, 127, 153, 172, 303, 471, 532,
865, 900} olsun. f(x) = xn + x + 1, f(x) = xn + x − 1, f(x) = xn − x + 1 ve

f(x) = xn − x − 1, Z4 üzerinde temel indirgenemez polinomlard�r. Bu sonuçlar Magma

Computational Algebra Software kullan�larak elde edilmi³tir (Bosma and Playoust, 1997).

Çarp�c� Tasar�m�

�ekil 2.4 n = 2ℓ durumu için önerilen yöntemin dizisel çarp�c�s�n� göstermektedir.

Çarp�c� 3 kay�t, 2 girdi eleman� A ve B, bir ç�kt� eleman�ndan C olu³maktad�r. Ba³lang�çta

girdi kayd� girdi polinomlar� ile (a0 ve b0 en soldaki kay�t eleman�na) yüklenir.

2.8 Çok Boyutlu Sanki-Devirsel ve Konvolusyon

Kodlar�

Bu alt bölümde çok boyutlu sanki-devirsel ve konvolusyon kodlar� hakk�nda sonuçlar

yer almaktad�r. Sunulan sonuçlar, proje kapsam�nda 29-30 May�s 2014 tarihlerinde

Bo§aziçi Üniversitesinde düzenlenen çal�³tayda sunulmu³tur.

2.8.1 Giri³

Sanki-devirsel (SD) kodlar, devirsel kodlar�n zengin bir cebirsel yap�ya sahip

genellemeleridir (Ling and Solé, 2001). SD kodlar, iyi parametrelere sahip kodlar

üretmenin yan� s�ra (Chen, 2007; Daskalov and Hristov, 2003; Gulliver and Bhargava,
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�ekil 2.4: Dizisel çarp�m

1991) asimptotik olarak iyi bir ailedirler (Dey, 2004; Kasami, 1974; Ling and Solé, 2003).

Konvolusyonel kodlar da sanki-devirsel kodlarla yak�ndan ili³kilili olan önemli bir kod

s�n�f�d�r. �ki kod ailesi aras�ndaki temel fark, konvolusyonel kodlar�n blok kod olmamas�d�r

(McEliece, 1998). Her konvolusyonel kodun serbest uzakl��g�, ili³kili oldu�gu sanki-devirsel

kodun minimum uzakl��g� taraf�ndan alttan s�n�rl�d�r (Lally, 2006).

Bir boyutlu durumda oldu�gu kadar kapsaml� çal�³�lmam�³ olsalar da, çok boyutlu

konvolusyonel kodlar da literatürde incelenmi³lerdir (Waterhouse, 1969). Bu çal�³man�n

amac�, SD kodlar�n çok boyutlu benzerlerini tan�mlamak ve bir boyutta SD kodlarla

konvolusyon kodlar� aras�ndaki ili³kinin, çok boyutlu konvolusyon kodlar� ile çok boyutlu

SD kodlar aras�nda da var oldu�gunu göstermektir.

2.8.2 Sanki-Devirsel ve Konvolusyonel Kodlar

Fq, q elemanl� sonlu cisim olsun. m ve ℓ pozitif tam say�lar�n�, m ve q aralar�nda asal

olacak ³ekilde seçelim. Fq üzerinde tan�ml�, boyu mℓ olan do�grusal C kodunun kod sözleri

ℓ pozisyonluk öteleme alt�nda kapal�ysa ve ℓ bu özelli�gi sa�glayan en küçük tam say� ise,

C koduna indeksi ℓ olan SD kod denir. C'nin kod sözlerini a³a�g�daki gibi m× ℓ matrisler

formunda yazarsak

c =


c00 . . . c0,ℓ−1
...

...

cm−1,0 . . . cm−1,ℓ−1

 , (2.1)
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ℓ pozisyonluk öteleme alt�nda kapal�l��g�n sat�r ötelemesi alt�nda kapal�l�kla ayn� oldu�gu

kolayca görülebilir. ℓ = 1 özel durumunda C'nin devirsel kod oldu�gu aç�kt�r. Dolay�s�yla

SD kod, devirsel kodun bir genellemesidir.

Polinom halkas� Fq[x]'in I = ⟨xm − 1⟩ ideali için R := Fq[x]/I bölüm halkas�n� alal�m.

Yukar�da m× ℓ matrisler olarak yaz�lan her c eleman�, Rℓ'deki bir elemana a³a�g�daki gibi

e³le³tirilebilir:

ϕ : Fmℓ
q −→ Rℓ

c =


c00 . . . c0,ℓ−1
...

...

cm−1,0 . . . cm−1,ℓ−1

 7−→ c⃗(x) := (c0(x), c1(x), . . . , cℓ−1(x))
(2.2)

Burada, her 0 ≤ j ≤ ℓ− 1 için,

cj(x) := c0,j + c1,jx+ c2,jx
2 + · · ·+ cm−1,jx

m−1 ∈ R

³eklinde tan�ml�d�r. Fmℓ
q 'de sat�r öteleme operasyonunun Rℓ'de koordinat-koordinat x

ile çarpmaya denk geldi�gini belirtelim. Dolay�s�yla SD bir kodu, ϕ e³le³tirmesi ile Rℓ'e

ta³�rsak, elde edece�gimiz yap� Rℓ içerisinde bir R alt modüldür.

C'nin kod sözlerinin di�ger bir polinom temsili için iki de�gi³kenli polinom halkas� Fq[x, y]

ile J = ⟨xm − 1, yℓ − 1⟩ idealini dü³ünelim. S := Fq[x, y]/J bölüm halkas� da R-modül

yap�s�na sahiptir ve Rℓ ile izomorftur. Bu sayede SD bir C kodunu S içinde de R alt modül

olarak dü³ünebiliriz.

Boyu mℓ olan ve (2.1)'deki gibi yaz�lm�³ kod sözleri hem sat�r hem de sütun ötelemesi

alt�nda kapal� olan kodlara 2D devirsel kod denir (Ikai and Kojima, 1975; Imai, 1977). Her

2D devirsel kodun bir ℓ indeksli SD kod oldu�gu aç�kt�r. Sütun ötelemesi alt�nda kapal�l�k

ise S halkas� içinde y ile çarpma alt�nda kapal�l�k demektir. Bu nedenle 2D devirsel kodlar

S halkas�n�n idealleridir.

�imdi SD kodlar�n tan�mland�klar� sonlu cismin baz� geni³lemeleri üzerinde daha

k�sa do�grusal kodlara ayr�ld��g� birle³ik yap�dan bahsedelim. Bunun için ilk önce xm − 1

polinomunu Fq[x] içinde indirgenemez faktörlere ay�ral�m:

xm − 1 = f1(x)f2(x) . . . fs(x) (2.3)

m ve q aralar�nda asal olduklar�ndan (2.3) e³itli�gindeki indirgenemez faktörler
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birbirlerinden farkl�d�d�rlar. Çinlilerin Kalan Teoremi bize ³u halka izomor�zmas�n� verir:

R ∼=
s⊕

i=1

Fq[x]/⟨fi(x)⟩. (2.4)

Tüm fi polinomlar� indirgenemez olduklar�ndan, her i = 1, . . . , s için (2.4)'deki bölüm

halkalar�n�n hepsi Fq cisminin birer geni³lemesidir. Bunlara Ei := Fq[x]/⟨fi(x)⟩ dersek

(2.4) kullan�larak a³a�g�daki izomor�zma elde edilir:

Rℓ ∼= Eℓ
1 ⊕ · · · ⊕ Eℓ

s. (2.5)

Dolay�s�yla, SD C ⊂ Rℓ kodu, her Ci ⊂ Eℓ
i boyu ℓ olan Ei-do�grusal kodlar olmak üzere

C = C1 ⊕ · · · ⊕ Cs (2.6)

³eklinde parçalan�r. Ci kodlar�na C'nin bile³enleri (constituents) denir (detaylar için bkz.

(Ling and Solé, 2001)).

Ayr�ca her Ei, boyu m ve kontrol polinomu fi(x) olan bir minimal devirsel koda

izomorftur. Bu kodun primitif kare e³ üretecine θi diyelim. E�ger Ci, Ei üzerinde boyu

ℓ olan bir do�grusal kod ise, ⟨θi⟩ ile birle³tirilmesi (concatenation) ⟨θi⟩2Ci ile gösterilir.

⟨θi⟩ ve Ci kodlar�na s�ras�yla iç ve d�³ kod denir. SD kodlar�n birle³tirme yoluyla elde

edilmesini Jensen ³öyle vermi³tir:

Teorem 2.8.1. (Jensen, 1985) C ⊂ Rℓ bir SD kod ise her Ei üzerinde boyu ℓ olan

öyle do�grusal Ci kodlar� vard�r ki C kodu C = ⊕s
i=1⟨θi⟩2Ci ³eklinde parçalan�r. Tersi de

geçerlidir.

Asl�nda, (2.6)'daki bile³enler ile birle³tirme ifadesindeki d�³ kodlar ayn�d�r

((Güneri and Özbudak, 2013, Teorem 4.1)).

C ⊂ Fq[x]
ℓ mertebesi k olan bir Fq[x] alt modül ise C'ye (ℓ, k) konvolusyonel kod

denir. Fq[x] temel ideal bölgesi oldu�gundan her konvolusyonel kod serbest alt modüldür.

Fq[x]'deki polinomlar�n a�g�rl��g� s�f�rdan farkl� terim say�s�d�r. C'nin kod sözlerinin a�g�rl��g�

ise koordinatlar�n�n a�g�rl�klar� toplam�d�r. C'nin serbest uzakl��g� (df (C)), kod sözlerinin

a�g�rl�klar�n�n minimumu olarak tan�mlan�r (detaylar için bkz. (McEliece, 1998)).

Yeniden R = Fq[x]/⟨xm − 1⟩ olsun ve a³a�g�daki izdü³ümü dü³ünelim:

Φ : Fq[x] −→ R

f(x) 7→ f ′(x) := f(x) mod ⟨xm − 1⟩. (2.7)
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Fq[x]
ℓ'deki elemanlar�n koordinatlar�n�n Φ alt�ndaki görüntüsünü dü³ünürsek, her pozitif

m tam say�s� için verilen her (ℓ, k) konvolusyonel kodla ili³kili boyu mℓ ve indeksi ℓ olan

bir SD kod oldu�gu barizdir.

C −→ C ′

c⃗(x) = (c0(x), . . . , cℓ−1(x)) 7→ c⃗′(x) = (c′0(x), . . . , c
′
ℓ−1(x)). (2.8)

C konvolusyonel kodunun serbest uzakl��g�n�n, ili³kili SD kod C ′'nin minimum uzakl��g�

taraf�ndan alttan s�n�rl� oldu�gu Lally taraf�ndan ispatlanm�³t�r ((Lally, 2006)).

Teorem 2.8.2. ((Lally, 2006, Teorem 2)) Her (ℓ, k) konvolusyonel kod C ve ili³kili SDkod

C ′ için, df (C) ≥ d(C ′).

2.8.3 Çok Boyutlu SD ve Konvolusyonel Kodlar ve Sonuçlar

Bu bölümde çok boyutlu SD kodlar�, vektörel temsili mümkün olan 3-boyutlu

durumdan ba³layarak tan�taca�g�z. SD ve 2D devirsel kodlar�n, ilki bir di�geri iki tür öteleme

alt�nda kapal� 2-boyutlu kodlar olduklar�n� hat�rlayal�m. �imdi ise C kodu Fq üzerinde

tan�mlanm�³ mℓk uzunlu�gunda bir do�grusal kod olsun. C'nin kod sözlerini m × ℓ × k

boyutlar�nda küpler olarak yazabiliriz:

Bu ³ekilde yaz�lan kod sözleri alttan-üste, sa�gdan-sola ve arkadan-öne yüz ötelemeleri

alt�nda kapal�ysa C koduna 3-boyutlu (3D) devirsel kod denir.

�ekil 2.5: Küp 1

Çok boyutlu devirsel kodlar kapsaml� olarak incelenmi³lerdir (bkz. (Güneri,

2004; Güneri and Özbudak, 2008; Saints and Heegard, 1993)). SD ve 2D devirsel

68



�ekil 2.6: Küp 2

�ekil 2.7: Küp 3

kodlar�n ili³kisine benzer bir biçimde, 2-boyutlu sanki-devirsel kodlar� (2DSD) art�k

tan�mlayabiliriz.

Tan�m 2.8.3. Fq üzerinde tan�ml�, boyu mℓk ve (??)'daki gibi yaz�lm�³ kod sözleri

alttan-üste ve sa�gdan-sola yüz ötelemeleri alt�nda kapal� olan C koduna 2DSD kod denir.

2DSD kodlar�n cebirsel yap�s�n� tarif edebilmek için önce S := Fq[x, y]/⟨xm−1, yℓ−1⟩
bölüm halkas�n� kullanaca�g�z. Yukar�da (2.5)'daki gibi verilen her 2DSD kod sözünü, Sk'da

bir elemana (2.2)'ye benzer ³ekilde e³le³tirebiliriz:

ϕ′ : Fm×ℓ×k
q −→ Sk

(ci,j,t) 7→ c⃗(x, y) = (c0(x, y), . . . , ck−1(x, y)) , (2.9)

öyle ki her 0 ≤ t ≤ k − 1 için,

ct(x, y) =
m−1∑
i=0

ℓ−1∑
j=0

ci,j,tx
iyj ∈ S. (2.10)

Yine benzer ³ekilde, üç de�gi³kenli polinom halkas� Fq[x, y, z] ve ideali U = ⟨xm −
1, yℓ − 1, zk − 1⟩ için P := Fq[x, y, z]/U bölüm halkas�n� tan�mlayal�m. Bu durumda P

ile Sk izomorf oldu�gundan C'yi P 'nin içinde de görebiliriz. Bu izomor�zmalar sayesinde,

kod sözlerinin alttan-üste, sa�gdan-sola ve arkadan-öne yüz ötelemeleri P içinde s�ras�yla
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x, y ve z ile çarpma alt�nda kapal�l�k ile örtü³mektedir. Bu haz�rl�ktan sonra ³u sonuca

varmak kolayd�r:

Önerme 2.8.4. Her 2DSD kod Sk'n�n (veya P 'nin) bir S alt modülüd�r. Ayr�ca, her 3D

devirsel kod P 'nin bir idealidir.

Aç�klama 2.8.5. Aynen SD ve 2D devirsel kodlarda oldu�gu gibi, 3D devirsel kodlar da

bir tane daha öteleme alt�nda kapal�l�k özelli�gine sahip özel 2DSD kod olarak görülebilir.

Art�k daha yüksek boyutlu SD kodlara geçebiliriz. Bunun için önce a³a�g�daki halkalar�

tan�mlayal�m:

R1 = Fq[x1]/⟨xm1
1 − 1⟩

R2 = Fq[x1, x2]/⟨xm1
1 − 1, xm2

2 − 1⟩
...

... (2.11)

Rn = Fq[x1, . . . , xn]/⟨xm1
1 − 1, . . . , xmn

n − 1⟩

Rn+1 = Fq[x1, . . . , xn+1]/⟨xm1
1 − 1, . . . , x

mn+1

n+1 − 1⟩

Burada tümmi'ler pozitif tam say�lard�r vem1 ile q aralar�nda asal olarak kabul edilmi³tir.

Tan�m 2.8.6. C e�ger Rn+1'in (veya Rmn+1
n 'in) bir Rn alt modülü ise C'ye boyu m1 ×

· · · ×mn+1 olan n-boyutlu (nD) sanki-devirsel kod (nDSD) denir.

Buna göre, boyu m1 × · · · ×mn+1 olan (n + 1)D devirsel kodlar Rn+1'in idealleridir.

(n + 1)D devirsel kodlar�n birle³tirme yap�s�ndaki d�³ kodlar�n (veya bile³enlerinin) nD

devirsel kodlar oldu�gu gösterilmi³tir (Güneri and Özbudak, 2013). Benzer bir sonuç nDSD

kodlar için de geçerlidir.

Teorem 2.8.7. nDSD kodlar�n birle³tirme yap�s�ndaki d�³ kodlar� (veya bile³enleri) (n−
1)DSD kodlard�r. Bunun tersi de do�grudur.

Bu birle³ik yap� sayesinde ³u sonucu elde ederiz.

Teorem 2.8.8. nDSD kodlar asimptotik olarak iyidir.

Konvolusyonel kodlar da çok boyuta genellenmi³lerdir. n-boyutlu (nD) (ℓ, k)

konvolusyonel kod, Fq[x1, . . . , xn]
ℓ'in mertebesi k olan Fq[x1, . . . , xn] serbest alt modülüdür

(Waterhouse, 1969). Bir boyutlu durumda oldu�gu gibi Fq[x1, . . . , xn]'deki polinomlar�n

a�g�rl��g� s�f�rdan farkl� terim say�s�d�r. C'nin kod sözlerinin a�g�rl��g� da yine koordinatlar�n�n

a�g�rl�klar� toplam�d�r. C'nin serbest uzakl��g� (df (C)), s�f�rdan farkl� kod sözlerinin

a�g�rl�klar�n�n minimumudur.
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Boyu m1 × · · · × mn+1 olan bir nDSD kodun Rmn+1
n 'in bir Rn alt modülü oldu�gunu

hat�rlayal�m. ℓ = mn+1 dersek, (2.7)'deki izdü³ümün çok boyutlu benzerini ³öyle

tan�mlayabiliriz:

Φ : Fq[x1, x2, . . . , xn] −→ Rn

f 7→ f ′ := f mod ⟨xm1
1 − 1, . . . , xmn

n − 1⟩ (2.12)

Böylece, verilen her ℓ boyundaki nD konvolusyonel kod C için ili³kili bir m1×· · ·×mn×ℓ
boyunda nDSD kod C ′ bulabiliriz:

C −→ C ′

c⃗ = (c0, . . . , cℓ−1) 7→ c⃗′ =
(
c′0, . . . , c

′
ℓ−1
)
. (2.13)

Lally'nin sonucunun bir genellemesini, Fq[x, y]
ℓ'den tek elemanla üretilen 2D

konvolusyonel kodlar�n özel bir s�n�f� için verece�giz. Bunun için, verilen tek üreteçli 2D

konvolusyonel kodu üreten vektörü (diyelim ki (g1(x, y), . . . , gℓ(x, y))) Fq[x, y]'dan bir

polinomla çarpt��g�m�zda ç�kan kod sözünün tüm koordinatlar�n�n ⟨xm1
1 − 1, . . . , xmn

n − 1⟩
idealinde olmamas�n� garantilemek istiyoruz. Bir ba³ka deyi³le, a³a�g�daki ko³ulu sa�glayan

tek üreteçli 2D konvolusyonel kodlara yo�gunla³�yoruz:

{u(x, y) ∈ Fq[x, y];ugi ∈ ⟨xm1 − 1, ym2 − 1⟩, ∀i = 1, . . . , ℓ} = ⟨xm1 − 1, ym2 − 1⟩. (2.14)

Teorem 2.8.9. E�ger C, yukar�daki (2.14) ko³ulunu sa�glayan g⃗(x, y) =

(g1(x, y), . . . , gℓ(x, y)) vektörü ile üretilmi³ (ℓ, k) 2D konvolusyonel kod ve C ′,

(Fq[x, y]/⟨xm1 − 1, ym2 − 1⟩)ℓ'deki ili³kili 2DSD kod ise, df (C) ≥ d(C ′).
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Bölüm 3

Tart�³ma ve Sonuç

Proje kapsam�nda yap�lan çal�³malar ve elde edilen sonuçlar gözönüne al�nd�§�nda ikili

i³birli§i çerçevesinde proje önerisinde belirtilen hede�ere ula³�ld�§�n� dü³ünmekteyiz. Proje

kapsam�nda elde edilen sonuçlar�n öne ç�kanlar� a³a§�da özetlenmi³tir.

• 2'den farkl� herhangi bir asal say�n�n kuvveti olmak üzere n|m ³art�n� sa§layan key�

h, n,m pozitif tam say�lar� ve γ, α ∈ Fqm , γ ̸= 0 elemanlar� için yq
n −y = γxq

h+1−α
e§risinin bir çok durumdaki Fqm-rasyonel noktalar�n�n say�s� hesaplanm�³t�r.

• Birçok Fq-kuadratik mükemmel lineer olmayan fonksiyon s�n�f�n�n geni³letilemez

oldu§unu gösterilmi³tir.

• �kinci dereceden kompleks say� cisimlerinin dallanm�³ (rami�ed) geni³lemelerinde

minimal polinomlar�n�n katsay�lar� küçük olan özel elemanlar ve e³leniklerinin

hesaplamas� verilmi³tir.

• Galois halkas�ndaki iki polinomun çarp�m� Toeplitz matrisi ve vektör çarp�m�

³eklinde ifade edilerek alt üssel alan karma³�kl�§� elde edilmi³tir.

• Sanki-devirsel kodlar�n çok boyutlu benzerlerini tan�mlamak ve bir boyutta

sanki-devirsel kodlarla konvolusyon kodlar� aras�ndaki ili³kinin, çok boyutlu

konvolusyon kodlar� ile çok boyutlu sanki-devirsel kodlar aras�nda da var oldu§u

gösterilmi³tir.

Bölüm 2'de 8 alt bölüm halinde detaylar� belirtilen proje çal�³malar�ndan elde edilen

sonuçlar, proje sonuç raporu format�na uygun bir ³ekilde a³a§�da maddeler halinde

verilmi³tir.

1. Sonlu cisimler üzerindeki cebirsel e§rilerin cinslerini (genus) ve rasyonel nokta

say�lar�n� kesin olarak bulmak zor bir problemdir ve kriptogra�de önemli bir yere
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sahiptir. 2'den farkl� herhangi bir asal say�n�n kuvveti olmak üzere n|m ³art�n�

sa§layan key� h, n,m pozitif tam say�lar� ve γ, α ∈ Fqm , γ ̸= 0 elemanlar� için

yq
n − y = γxq

h+1 − α e§risinin bir çok durumdaki Fqm-rasyonel noktalar�n�n say�s�

hesaplanm�³t�r.

Mükemmel lineer olmayan fonksiyonlar, kriptogra�de önemli bir yeri olan bükük

(bent) ve düzlemsel (planar) fonksiyonlar� içeren önemli bir s�n�ft�r. Mükemmel

lineer olmayan fonksiyonlar�n hangi s�n��ar�n�n geni³letilemez (non-extendable)

oldu§unu incelemek zor bir problemdir. Birçok Fq-kuadratik mükemmel lineer

olmayan fonksiyon s�n�f�n�n geni³letilemez oldu§unu gösterilmi³tir.

Cebirsel e§rilerin baz� karakteristik özelliklerini hesaplamada kullan�lan

L-polinomlar�n� bulmada yeni sonuçlar elde edilmi³tir.

2. Galois halkalar�ndaki polinomlar çarp�m� i³lemini alt üssel alan karma³�kl�§� ile

gerçekle³tiren ilk yöntem olarak önerilmi³tir. Galois halkas�ndaki polinom çarp�m�

Toeplitz matrisi ve vektör çarp�m� olarak formüle edilmi³tir. Ayr�ca, sonlu cisimler

üzerinde kullan�lan polinom çarpma yöntemleri güncellenerek Galois halkalar�ndaki

polinom çarp�m�na uyarlanm�³t�r. Galois halkas�nda polinom çarp�m� için önerilen

alt üssel alan karma³�kl�§�na sahip yöntem için dizisel çarp�c� tasarlanm�³t�r.

Önerilen bu yöntemin, herhangi bir karakteristikteki Galois halkas�na kolayl�kla

uyarlanabilece§ini gösterdik.

3. Eliptik e§ri tabanl� kriptogra�de belirli say�da noktas� olan bir eliptik e§ri

bulmak önemli bir uygulamad�r. Bunun ba³ar�lmas� için Hilbert s�n�f polinomlar�

kullan�labilir. Bu polinomlar ikinci dereceden kompleks say� cisimlerinin de§i³meli

geni³lemelerinde uygun elemanlar ve e³lenikleri kullan�larak elde edilir.

S�n�f polinomu hesaplamas� j de§i³mezi kullan�larak yap�l�rsa katsay�lar� oldukça

büyük olan polinomlar elde edilir. Di§er taraftan katsay�lar� j de§i³mezinin minimal

polinomundan çok daha küçük olan çe³itli elemanlar bulunmu³tur, bkz. (Gee, 2001),

(Enge and Morain, 2009), (Leprévost and Uzunkol, 2011) ve (Uzunkol, 2013).

Bu proje kapsam�nda ikinci dereceden kompleks say� cisimlerinin dallanm�³

(rami�ed) geni³lemelerinde minimal polinomlar�n�n katsay�lar� küçük olan özel

elemanlar ve e³leniklerinin hesaplamas� verilmi³tir. Elde edilen minimal polinomlar

literatürdeki benzerlerine göre büyük bir iyile³me göstermektedir.

Ayr�ca, Siegel fonksiyonlar�n�n kesirlerinin katsay�lar� ufak polinomlar üretece§i

gözlemi yap�lm�³t�r. Çal�³malar iki ana ba³l�k alt�nda devam etmi³tir: �lk ba³l�k

Siegel fonksiyonlar�n� etkili bir biçimde kullanarak s�n�f cisimlerini üretmek üzerine
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yo§unla³maktad�r. Di§er ba³l�k Weierstrass P-fonksiyonun minimal polinomlar�n�n

hesab� üzerinedir.

4. Diyelim ki F = (Fn)n≥0 herhangi bir sonlu Fq cismi üzerinde tan�mlanan ikinci

dereceli özyineli bir cebirsel fonksiyon cisimleri kulesi. Yani; F kulesi Fq üzerinde

tan�mlanan öyle bir kule ki bütün n ≥ 1 için [Fn : Fn−1] = 2 dir. Herhangi

bir r ≥ 1 tam say�s� için Br(Fn) ve g(Fn), Fn/F2 nin s�ras�yla r mertebeli

yerlerin say�s� ve cinsi olmak üzere βr(F) := limn→∞Br(Fn)/g(Fn) olsun. Bu proje

kapsam�nda, sonlu cisim F2 üzerinde ikinci dereceden ve potansiyeli iyi olan herhangi

bir özyineli kule tan�mlayan bütün f(X,Y ) = 0 öyle ki f(X, Y ) ∈ F2(X, Y ) bir

rasyonel fonksiyon olan denklemlerin bir s�n��and�rmas�n� verdik. Elde etti§imiz

her denklemin tan�mlad�§� kulenin β1 de§erini hesaplad�k. Bu de§erin birçok kule

için s�f�r oldu§unu gördük. Bu çal�³mada elde etti§imiz baz� kulelerin β1 de§erini

henüz elde edemedik. Bu de§erlerin hesaplanmas�nda baz� sorunlarla kar³�la³t�k. Bu

sorunlar giderilerek bu kulelerin β1 de§eri hesaplanabilir mi? Elde etti§imiz bütün

kuleler ve bütün r ≥ 1 için βr de§eri hesaplanabilir mi? Bu kuleleri elde etmek

için kulland�§�m�z denklemlerin s�n��and�rmas� metodu p ≥ 3 asal say�lar� için de

uygulanabilir mi? gibi olas� önerilere de gelecekte bakmak mümkündür.

5. Catalan say�lar�n�n özellikle kombinatorikte s�kça kar³�m�za ç�kmas�ndan dolay�

modüler polinomun bu ifadesinde katsay� olarak bulunan Catalan say�lar�n�n daha

derin kombinatorik bir aç�klamas� oldu§u a³ikard�r. (El-Guindy and Papanikolas,

2013; El-Guindy, 2013) çal�³malar�nda elde edilen sonuçlar da modüler polinomun

tan�m�nda baz� kombinatorik ö§elerin varl�§�na i³aret etmektedir. Bu ba§lant�y�

incelemek modüler polinomun aritmetik özellklerini anlamak için önemli bir ad�m

olu³turacakt�r. Proje kapsam�nda ΦT (X,Y ) modüler polinomunun katsay�lar�nda

kar³�m�za ç�kan Catalan say�lar�n� kombinatorik yönden aç�klamaya çal�³mak

yönünde giri³imlerde bulunulmu³ olsa da bu yönde tatmin edici bir cevap

bulunulamam�³t�r. Benzer ³ekilde daha yüksek mertebeden Drinfeld modülleri için

mertebe 2 durumundaki modüler polinoma benzer özelliklere sahip yap�lar elde

etmek yine ba³ka sonlu cisimler üzerinde özyinelemeli bir ³ekilde tan�ml� ve rasyonel

noktalar�n�n cinslerine oran�n�n iyi davran�³ sergiledi§i e§ri dizileri elde etmek

için önemli bir ad�m olu³turacakt�r. Çok daha zor ve kapsaml� olan bu soru

üzerinde yürütülen çal�³malar ne yaz�k ki herhangi bir sonuç vermemi³tir. Fakat

yap�lan çal�³malar bu problemlerin daha iyi anla³�lmas�na ve bu konuda ileride

de çal�³malara devam edilecek üniversiteleraras� ve uluslararas� ortak çal�³malara

sebebiyet vermi³ olmas� aç�s�ndan çok faydal� olmu³tur. Bu alandaki çal�³malara

gelecekte de devam edilmesi öngörülmektedir. Olu³an bilgi birikimi ile beraber
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gelecekteki ortak çal�³malar�n sonucunda tatmin edici sonuçlar elde edilenece§i

umulmaktad�r.

6. Bir boyutlu durumda oldu�gu kadar kapsaml� çal�³�lmam�³ olsalar da, çok boyutlu

konvolusyonel kodlar da literatürde incelenmi³lerdir (Waterhouse, 1969). Bu

çal�³man�n amac�, sanki-devirsel kodlar�n çok boyutlu benzerlerini tan�mlamak ve bir

boyutta sanki-devirsel kodlarla konvolusyon kodlar� aras�ndaki ili³kinin, çok boyutlu

konvolusyon kodlar� ile çok boyutlu sanki-devirsel kodlar aras�nda da var oldu§unu

göstermektir.
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3. Max Kronberg, Torsion subgroup of two dimensional abelian varieties with real

multiplication, Workshop on Mathematical Aspects of Curve-Based Cryptography,

ODTÜ, 9 Ekim 2012.

4. Gerriet Möhlmann, Rank of an elliptic curve and an application in characteristic 2,

Workshop on Mathematical Aspects of Curve-Based Cryptography, ODTÜ, 9 Ekim

2012.

5. Wilke Trei, Sieving in hyperelliptic function �elds of high genus, Workshop on

Mathematical Aspects of Curve-Based Cryptography, ODTÜ, 9 Ekim 2012.

6. Christina Delfs, Isogenies between Supersingular Elliptic Curves over Fp, ODTÜ

Genel Seminer, 26 Kas�m 2013.

7. Max Kronberg, Rational torsion on hyperelliptic curves of genus two, ODTÜ Genel

Seminer, 27 Kas�m 2013.

8. Gerriet Möhlmann, Elliptic Curves: Basic properties and relevant questions,

Sabanc�Üniversitesi ve Gebze Yüksek Teknoloji Enstitüsü Genel Seminerler, 10-11

Aral�k 2013.

9. Florian Hess, Zeta functions of abelian covers, Workshop on Mathematical Aspects

of Curve-Based Cryptography, Bo§aziçi Üniversitesi, 29 May�s 2014.

10. Christian Neurohr, Construction of minimal relative quadratric extensions,

Workshop on Mathematical Aspects of Curve-Based Cryptography, Bo§aziçi

Üniversitesi, 29 May�s 2014.

11. Stefan Hellbusch, Riemann-Roch on graphs, Workshop on Mathematical Aspects of

Curve-Based Cryptography, Bo§aziçi Üniversitesi, 29 May�s 2014.

12. Jan Ste�en Müller, Canonical heights on Jacobian surfaces, Workshop on

Mathematical Aspects of Curve-Based Cryptography, Bo§aziçi Üniversitesi, 29

May�s 2014.

13. Stefan Hellbusch, Riemann-Roch on graphs, ODTÜ Genel Seminer, 15 Ekim 2014.
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14. Christian Neurohr, Integration on Riemann Surfaces: Homology, ODTÜ Genel Seminer,

15 Ekim 2014.

Proje kapsam�nda ortaya ç�kan sonuçlar a³a§�da belirtilen yay�nlarda toplanm�³t�r:

• Ömer Küçüksakall�, Osmanbey Uzunkol, Certain CM-class �elds with smaller

generators, hakem de§erlendirilmesinde.

• Henning Stichtenoth, Seher Tutdere, Quadratic recursive towers of function �elds

over F2, XVI. Antalya Cebir Günleri'nde sunum yap�ld�, 9-13 May�s 2014, dergiye

gönderilme a³amas�nda.

• Ferruh Özbudak, Zülfükar Sayg�, Rational Points of the Curve yq
n − y = γxq

h+1 −α

over Fqm , Applications of Algebra and Number Theory (Essays in honor to Harald

Niederreiter on the occasion of his 70th birthday) Eds: G. Larcher, F.Pillichshammer,

A. Winterhof, C. Xing in Cambridge University Press, yay�nlanmaya kabul edildi.

• Ferruh Özbudak, Alexander Pott, Non-extendable Fq-quadratic perfect nonlinear

maps, Open Problems in Mathematics and Computational Sciences, Editör Çetin

Kaya Koç, ISBN 978− 3− 319− 10682− 3, Springer, yay�nlanmaya kabul edildi.

• Ferruh Özbudak, Zülfükar Sayg�, L-polynomials of the curve yq
n − y = γxq

h+1 − α

over Fqm , WAIFI 2014, LNCS, Springer, hakem de§erlendirilmesinde.

• Sedat Akleylek, Ferruh Özbudak, Multiplication in a Galois Ring, hakem

de§erlendirilmesinde.

Projenin ç�kt�lar�n� k�saca özetlemek istersek, zor ve kapsaml� olan "E§ri tabanl�

kriptogra�" konusu üzerinde yürütülen çal�³malar için bu raporda anlat�lan sonuçlar elde

edilmi³tir. Bunlar�n yan�nda yap�lan çal�³malar bu problemlerin daha iyi anla³�lmas�na

ve bu konuda ileride de çal�³malara devam edilecek üniversiteleraras� ve uluslararas�

ortak çal�³malara sebebiyet vermi³ olmas� aç�s�ndan çok faydal� olmu³tur. Bu alandaki

çal�³malara gelecekte de devam edilmesi öngörülmektedir. Olu³an bilgi birikimi ile beraber

gelecekteki ortak çal�³malar�n sonucunda tatmin edici yeni sonuçlar elde edilenece§i

umulmaktad�r.
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Tutdere (stutdere@gmail.com)

The workshop includes constructive and algorithmic topics from finite fields, algebraic curves,
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10:15 - 10:30 Opening remarks

10:30 - 11:20 Florian Hess, Zeta functions of abelian covers

11:20 - 11:40 Coffee break



11:40 - 12:10 Christian Neurohr, Construction of minimal relative quadratric
extensions

12:15 - 12:45 Stefan Hellbusch, Riemann-Roch on graphs

12:45 - 14:30 Lunch break

14:30 - 15:20 Jan Steffen Müller, Canonical heights on Jacobian surfaces

15:20 - 15:40 Coffee break

15:40 - 16:10 Emrah Sercan Yılmaz, Jouxs algorithm for discrete logarithms in
small characteristic

16:10 - 16:40 Ferruh Özbudak, Non-extendable Fq-quadratic perfect nonlinear maps

16:40 - .... Free time for discussions.

........ Dinner

Friday, 30 May

10:00 - 10:50 Murat Cenk, New efficient multiplication algorithms for binary exten-
sion fields and applications to curve-based cryptography

10:50 - 11:10 Coffee break

11:10 - 11:40 Cem Güneri, Quasi-cyclic and convolutional codes

11:40 - 12:10 Buket Özkaya, Multidimensional quasi-cyclic and
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Abstracts of talks

Murat Cenk, Middle East Technical University

New efficient multiplication algorithms for binary extension fields and applications to curve-
based cryptography

The most needed arithmetic operation for the curve-based cryptography over binary fields is
the efficient multiplication algorithms, and many research have been performed over the past
decade for developing new multiplication algorithms for these kind of fields. In this talk, the
best known algorithms for this aim are discussed. After being explained the requirements and
cost metrics for cryptographic applications, algebraic and computer scientific methods that sig-
nificantly improve the best known methods are presented.

Cem Güneri, Sabancı University

Quasi-cyclic and convolutional codes

We will give the basic algebraic structure of quasi-cylic codes and convolutional codes. The
main difference between these families is that convolutional codes are not block codes. After
introducing these codes, we will sketch the proof of a result which relates the free distance of a
convolutional code to the minimum distance of an associated quasi-cyclic code. This talk will
provide the background for the talk of Buket Ozkaya.

Stefan Hellbusch, Carl von Ossietzky University of Oldenburg

Riemann-Roch on graphs

We all know the Riemann-Roch theorem. I will talk about an analogue on a finite graph by
M. Baker and S. Norine in [2] and related results of F. Shokrieh [3] and myself [1]. As in the
classic case, we get divisors, an equivalence relation and a (abelian) divisor class group, which
is the quotient group of degree 0 divisors and principal divisors. When fixing a base vertex, in
each equivalence class there is exactly one reduced divisor and the divisor reduction is related
with an interesting, so called, unconstrained chip firing game. Using Dhar’s Burning Algorithm,
the reduction can be done fast and we get an efficient arithmetic in the divisor class group. We
will see some examples and conclude, that for each finite abelian group, there is a graph with
this group as divisor class group. We also give a short view on a cryptographic perspective and
contrary to F. Shokrieh in [3], we conclude that there are graphs suitable for cryptography.



References

[1] Stefan Hellbusch, Riemann-Roch Theorie auf Graphen und Anwendungen, 2013

[2] Matthew Baker, Serguei Norine, Riemann-Roch and Abel-Jacobi Theory on a finite Graph,
2007

[3] Farbod Shokrieh, The monodromy pairing and discrete logarithm on the Jacobian of finite
graphs, 2010

Florian Hess, Carl von Ossietzky University of Oldenburg

Zeta functions of abelian covers

The computation of zeta functions of curves over finite fields has attracted a lot of interest in
the last years with the main focus being on methods based on p-adic cohomology. In this talk
I will not use p-adic cohomology, but class field theory to represent curves with large abelian
automorphism groups. Based on this I describe a method to compute the zeta function via Artin
L-series which is asymptotically close to optimal. The practical efficiency of the method will be
demonstrated on the computer by some explicit examples.

Jan Steffen Müller, Carl von Ossietzky University of Oldenburg

Canonical heights on Jacobian surfaces

The canonical height is a quadratic form on the Mordell-Weil group of an abelian variety defined
over a global field which measures the arithmetic complexity of a point. For several arithmetic
applications, such as computing generators of the Mordell-Weil group and its regulator (which
appears in the conjecture of Birch and Swinnerton-Dyer), it is crucial to have algorithms for
computing the canonical height and for bounding its difference from the naive height. I will
report on joint work in progress with Michael Stoll on such algorithms in the case of Jacobian
surfaces.

Christian Neurohr, Carl von Ossietzky University of Oldenburg

Construction of minimal relative quadratric extensions

For a given transitive group and a signature, one wants to find the corresponding number field
with minimal absolute discriminant. This can be done algorithmically by constructing all such
number fields up to certain bounds. The method presented here targets imprimitive, transitive



groups of even degree, that have a subgroup of order 2.

Ferruh Özbudak, Middle East Techical University

Non-extendable Fq-quadratic perfect nonlinear maps

Let q be a power of an odd prime. We give examples of non-extendable Fq-quadratic perfect
nonlinear maps. We also show that many classes of Fq-quadratic perfect nonlinear maps are
extendable. We also give a short survey of some of our recent results, which use some tools from
algebraic curves over finite fields.
This is a report on a joint work with Alexander Pott.

Buket Özkaya, Sabancı University

Multidimensional Quasi-Cyclic and Convolutional Codes

Multidimensional generalization of convolutional codes have been introduced by Weiner. In this
talk, we will define multidimensional generalization of quasi-cyclic codes and describe their al-
gebraic structure. It turns out that the codes we introduce are right generalizations to obtain a
relation with multidimensional convolutional codes, which exists in the classical 1D setting.

Seher Tutdere, Gebze Institute of Technology

Quadratic recursive towers of function fields over F2

Let Fq be a finite field (q = pk with p a prime and k ≥ 1 an integer) and F/Fq be an algebraic
function field of one variable with the field Fq as its full constant field. We denote by Br(F )
and g(F ) the number of places of degree r for any positive integer r and the genus of F/Fq,
respectively. When r = 1, for all k ≥ 2 and when r ≥ 2, for all k ≥ 1 there are many examples
of recursive towers F = (Fn)n≥0 over Fq with positive limit βr(F) = limn→∞Br(Fn)/g(Fn).
However, it is not known whether there are any recursive towers over prime fields with positive
β1. We call a recursive tower F = (Fn)n≥0 a tower of degree p if each extension Fn+1/Fn (with
n ≥ 0) is an extension of degree p. In this talk we discuss all polynomials which define recursive
quadratic towers over the field F2 (i.e., towers of degree 2) and the limit βr of those towers for
all r ≥ 1.
This is a joint work with Henning Stichtenoth.

Emrah Sercan Ylmaz, Middle East Technical University



Jouxs Algorithm for Discrete Logarithms in Small Characteristic

Joux described a new algorithm for discrete logarithms in small characteristic. This algorithm is
based on index calculus and a new method for generating multiplicative relations among elements
of a small smoothness basis and a new descent strategy that allows to express the logarithm of
an arbitrary finite field element in terms of the logarithm of elements from the smoothness basis.
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Öz: Eliptik eğri tabanlı kriptografide belirli sayıda noktası olan bir eliptik eğri bulmak önemli bir
uygulamadır. Ayrıca, kriptografi ve kodlama teorisindeki uygulamalar için çok rasyonel
noktaya sahip eğrilere ihtiyaç duyulduğundan maksimal eğriler ve çok rasyonel noktaya sahip
eğrilerin önemi aşikardır. Bunlara ek olarak, bu eğrilerin tanımlandığı yapılar üzerindeki
aritmetiğin hızlandırılması güncel bir konudur.

Cebirsel egrilerin kriptografi ve kodlama teorisinde çok önemli uygulamaları vardır. Bu
uygulamalarda sonlu cisimlerin çesitli özellikleri ve bazı kombinatorik yöntemler kullanılır. Bu
final raporunda, sonlu cisimler üzerindeki cebirsel eğrilerin cinslerini ve rasyonel nokta
sayılarını bulma üzerine sonuçlar, mükemmel lineer olmayan fonksiyonların sınıfları ve
bunların yarıcisimlerler olan ilişkileri, sonlu cisimler üzerindeki bazı cebirsel eğrilerin $L-
$polinomları, Galois halkalarındaki aritmetik işlemleri, cebirsel fonksiyon cisimleri, ikinci
dereceden kompleks sayı cisimlerinin dallanmış (ramified) genişlemelerinde minimal
polinomlarının katsayıları küçük olan özel elemanlar ve eşleniklerinin hesaplanması, çok
boyutlu sanki-devirsel ve konvolusyon kodları, sonlu cisimler üzerinde kuadratik lineer
olmayan eşlemeler hakkında proje kapsamında yapılanlar belirtilmiştir.
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