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Onsoz

“Classification of 4 manifolds up to s-cobordism” baslkli ve 1117667 no’lu TUBITAK
tarafindan desteklenen projede, temel grubunun kohomolojik boyutu 2'den kigik veya esit
olan topolojik 4-manifoldlarin  siniflandirmasini manifoldlara ait temel degismezler: temel

grup, karakteristik siniflar, kesisim formu vb, tiriinden yapmak amaglanmistir.



Proje Ana Metni

Kaynaklar .........

Icindekiler

Tubitak Proje Ozet Bilgi FOrmMU ........cccoveeveeeecceeeeeeeeeeeee



Ozet

Proje kapsaminda gergeklestirilen ¢calismalarin amaci, temel grubu
belirlenmis 4-manifoldlarin siniflandirmasini manifoldlara ait temel degismezler, temel grup,

karakteristik siniflar, kesisim formu vb, tiriinden yapmaktir.

Oncelikli olarak temel grubunun kohomolojik boyutu 2'den kiigiik veya esit olan
4-manifoldlar incelenmigtir. Bu dogrultuda lan Hambleton ve Matthias Kreck tarafindan
olusturulan 6rgu ve Matthias Kreck’in gelistirdigi degistirilmis ameliyat teorisi kullanarak,
temel grubunun kohomolojik boyutu 2’den kl¢ik veya esit olan bazi 4-manifoldlar igin s-

kobordizm siniflandirmasini yapmis bulunmaktayiz.

Bu proje kapsaminda ayrica, 4-boyutlu yonlendirilmis Poincare esleklik
kompleksleri incelenmistir. Poincare esleklik kompleksleri Gizerine bir siralama bagintisi

tanimlanmis ve bu bagintiya gore bu tir komplekslerin homotopi siniflandirmasi verilmistir.

Yukarida bahsi gecen ¢alismalara ilaveten proje kapsaminda hesaplamal

topoloji alaninda da galismalara baslanmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: 4-manifold, temel grup, s-kobordizm, kohomoloji boyutu, Poincare

esleklik kompleksi, hesaplamali topoloji.




Abstract

The subiject of this project is to classify 4-manifolds with prescribed fundamental
group, in terms of the standard invariants, such as the fundamental group, characteristic

classes and intersection form.

First, we study 4-manifolds whose fundamental group has cohomological dimension
less than or equal to 2. Using the braid constructed by lan Hambleton and Matthia Kreck and
the modified surgery theory of Kreck, we give an s-cobordism classification for certain 4-

manifolds whose fundamental group has cohomological dimension less than or equal to 2.

Also in this project, we study oriented 4-dimensional Poincare duality complexes.
We define an order relation among oriented 4-dimensional Poincare duality complexes and

give a homotopy classification for such complexes with respect to this relation.

In addition to above topics, in this project we also start working on computational

topology.

KEYWORDS: 4-manifold, fundamental group, s-cobordism, cohomological dimension,

Poincare duality complex, computational topology.



Proje Ana Metni

Manifoldlar, modern matematikteki merkezi geometrik nesnelerdir. Manifoldlarin
yapisini anlamaya ¢alismak, bir ¢ok ilging sorunun ortaya ¢ikmasina yol agmistir. Belki de
akla gelebilecek ilk soru manifoldlarin siniflandiriimasi problemidir. Siniflandirmadan
kastimiz, eger M ve M; iki manifold ise M1 ve M2'nin homotopi denk, homeomorfik veya eger

manifoldlar diizgln ise diffeomorfik olduklarini nasil anlariz sorusudur.

Manifoldlarin siniflandirilmasi problemi matematikteki énemli problemlerden bir
tanesidir. Bu soruya tam bir cevap vermek, manifoldlarin boyutlari 4 veya daha buyuk
oldugunda teorik olarak mumkun degildir. Siniflandirmanin yapilamasinin sebebi
manifoldlarin temel gruplarinin siniflandiriimasinin imkansizligindan kaynaklanmaktir.
Dolayisiyla, manifoldlari siniflandirma yolunda ilk yapilmasi gereken temel grubu
sabitlemektir. Bu adimdan sonra, ¢alisilabilecek problem manifoldlar icin olabildigince ¢ok
degismez bulup, en azindan bazi manifold siniflarini bu degismezler tirinden

siniflandirmaya c¢alismaktir.

Manifoldlari siniflandirma problemini ¢alismak icin kullanilabilecek metodlardan biri,

manifoldlarin homotopi 6z-denklik gruplarini calismaktir. M kapali, yonlendiriimis, secili bir

taban noktasina, xo, sahip duzgun ya da topolojik 4 boyutlu bir manifold olmak Uzere, Aute(M)

bu manifolda ait manifoldun yoninui ve taban noktasini koruyan homotopi 6z-denklik

grubunu gostersin:
Aute(M):={ f: (M, Xo) - (M, x0)|  f homotopi denklik ve f«([M])=[M]}.

lan Hambleton ve Matthias Kreck 2004 yilinda yazdiklari makalede, Hambleton ve Kreck
(2004), degismeli ve tam dizilerden olusan ve herhangi bir 4 boyutlu manifold igin

kullanilabilecek bir 6rgi ingsa etmislerdir. Bu 6rgindn igindeki terimlerden bir tanesi de

kobordizm gruplari ile bbirlikte Aute(M)’dir. Hambleton ve Kreck, temel grubu sonlu tek

saylda eleman iceren 4-manifoldlar igin, bahsi gegen 6rgiyU kullanarak Aute.(M) grubu igin bir

formdl bulmuslardir:



Teorem(Hambleton ve Kreck (2004)): M baglantili, kapali, yonlendirilmis duzgun ya

da topolojik 4 boyutlu bir manifold olsun. Eger temel grup T1(M, Xo) tek sayida elemana

sahipse

I

Aute(M) = KHx(M; Z2) x Isom([TT1 T2, ku, Sm])

bigciminde ifade edilebilir. Burada KHx(M; Z.):=kernel(wz: Ho(M; Z;) ~  Z,) dir.

Daha sonra ayni 6rgu, temel grubu bir serbest grup olan 4-manifoldlar igin Auts(M)
grubunun hesaplanmasinda Mehmetcik Pamuk tarafindan (Pamuk, 2009a) kullaniimistir. Bu
makalede ayni zamanda s0z konusu manifoldlarin s-kobordizma siniflandirmasi yapilmistir.
Burada sadece manifoldun spin yapiya sahip oldugu durumda elde edilen sonuglardan
bahsedecek olursak:

Teorem(Pamuk (2009a)): M baglantili, kapali, yonlendirilmis dliizglin ya da topolojik

4 boyutlu spin yapiya sahip bir manifold olsun. Eger temel grup T1(M, Xo), bir serbest grupsa

6
AUto(M) ={ Hz(M; Zz) @ Hs(M; Zz)) X Isom([TC1, Ty, K, S|\/|])

biciminde ifade edilebilir.

Bu teoremin ispati yapilirken 6rgl Gzerinde géztiken cobordizm gruplarinin
hesaplamalari, spectral diziler kullanilarak yapiimistir. Bu tir teoremleri elde ederken,
zorluklardan bir tanesi, daha sonra gene deginecegimiz Gzere, temel grubun diger homotopi

gruplari, ézellikle de ikinci homotopi grubu, Gzerindeki etkisini anlamaktir.

Serbest gruplar igin s-kobordizma teoreminin dogru olup olmadigi henuz bilinmedigi

icin su an icin yapilabilecek en iyi siniflandirma budur. Bu siniflandirmada kullanilan

degismezler, manifoldun temel grubu T4(M) , ikinci homotopi grubu T, (M) ve kesisim formu

swdir. Bahsi gegen degdismezleri izomorfik olan manifoldlarin birbirlerine s-kobordant olduklari

gosterilmistir (teoremde gegen terimler sayfa 8'de agiklanacaktir).

Teorem(Pamuk (2009a)): M: ve M. kapali, baglantili, yonlendiriimis, serbest temel
gruba ve ayni Kirby-Siebenmann degismezine sahip topolojik 4-manifoldlar olsun. Bu iki

manifold s-kobordanttir ancak ve ancak izometrik ikinci dereceden tipe sahiplerse.



Bu teoremin ispati icin dncelikle verilen kosullar altinda manifoldlarin kobordant olduklarini
gosterdik. Ardindan da, homotopi 6z-denklik grubunu bulmak icin kullandigimiz érgu
yardimiyla bu kobordizmi, s-kobordizme ¢evirebilecek uygun homotopi 6z-denkliklerin

bulunabilecegini gosterdik.

Ayni teknikler kullanilarak temel grubu bir ylizeyin temel grubu ile ayni olan 4-

manifoldlar da incelenmistir, Pamuk (2009b). Bu tir manifoldlar igin, daha dnceden

bahsettigimiz, Hambleton ve Kreck’in olugturdurdugu 6rgu, kullanilarak Aute(M) igin bir

formul bulunmustur:

b
AUt.(M) ={ Z®AH2(M; Zz) @ H3(M; Zz)) X |SOIT]([TC17 752, km, SM]).

Bdylesi bir temel gruba sahip manifold ve evrensel értiist ayni anda spin yapiya sahipse ya
da spin degilse, yukaridaki degismezlerin (Kirby-Siebenmann degismezi ve ikinci dereceden

tip) s-kobordizma siniflandirmasi icin yeterli oldugu gosterilmistir.

Gerek serbest gruba, gerekse de ylzey grubuna sahip 4-manifoldlar i¢in benzer
sonugclar farkh teknikler kullanilarak baska yazarlar tarafindan da elde edilmigtir (Cavicchioli
ve Hegenbarth (1994), Cavicchioli vd.(1997), Hillman (2004), Hillman (2009)).

Bu projedeki temel amacimiz, topolojik 4-manifoldlarin siniflandirmasini
manifoldlara ait temel degismezler, temel grup, karakteristik siniflar, kesisim formu vb,
turinden yapmaktir. Temel grup asikar olmadidi zaman, temel grubun diger homotopi
gruplari Uzerindeki etkisi g6z 6nunde bulundurulmalidir. Temel grubun kohomoloji boyutu
2’den kuguk esit oldugunda, ikinci homotopi grubunun temel grup modull olarak yapisi
bilindiginden, ele almayi planladigimiz ilk manifoldlar sinifi temel grubunun kohomoloji
boyutu 2'den kiglk esit olan manifoldlardir. Bu tir manifoldlar siniflandirmaya calisirken
kullandigimiz temel teknikler, yukarida da bahsedilen lan Hambleton ve Matthias Kreck
tarafindan olusturulan érgli, Hambleton ve Kreck (2004) ve Matthias Kreck'in gelistirdigi

degistiriimis ameliyat (modified surgery) teorisi, Kreck (1999) olmustur.

Yukarida bahsi gegen teknikler kullanilarak, proje kapsamindaki ¢alismalarda
oncelikle temel grubunun kohomolojik boyutu 2’den kiguk veya esit olan 4-manifoldlar

incelenmigtir.



Manifoldlarin siniflandirmasinda ilk adim, manifoldlarin homotopi siniflandirmasini
yapmaktir. Temel grubu asikar olan 4-manifoldlarin homotopi siniflandirmasinin kesisim
formlar tarafindan verildigi bilinmektedir (Whitehead (1949), Milnor (1958)).

Temel grubu asikar olmayan manifoldlar s6z konusu oldugunda éncelikle ¢alisiimasi
gereken, temel grubun etkisiyle uyumlu (equivariant) olan kesisim formudur. Fakat bu form,
bahsedilen turdeki manifoldlarin homotopi siniflandirmasinda bile yeterli degildir. G6z

onlnde bulundurulmasi gereken degismez, manifoldun ilk k-degismezidir, ku. Bu degismez
temel grubun 3.kohomolojisinde, H3(7T1(M); Tt2(M)), yasar. Hambleton ve Kreck (1988) bir

manifoldun ikinci dereceden tipini (quadratic 2-type), [Tt1(M), TT2(M), km, sm] dortllisi olarak
tanimlamiglardir. Adi gegen yazarlar, manifoldun temel grubunun sonlu ve periyodu 4 olan
kohomolojiye sahip oldugu durumlarda, biraz édnce bahsedilen dortllinlin izometrilerinin

manifoldun homotopi siniflandirmasini verdigini gostermislerdir.

Bu projede bizim c¢alistigimiz gruplarin kohomoloji boyutlari 2'den kiguk esit
oldugundan ilk k-degismezi, yasadigi kohomoloji sinifi sifir oldugu igin, her zaman sifir olur,
dolayisiyla da bu degismeze bu tir manifoldlarin siniflandiriimasinda ihtiyag duyulmaz.
Calismalarimiz neticesinde, K- ve L- teori’den gelen bazi hipotezler altinda (bunlar assembly
fonksiyonu, Whitehead grubu ve ameliyat engel fonksiyonu (surgery obstruction map) ile ilgili
kosullardir), yukarida bahsedilen 4-manifoldlarin s-kobordizm siniflandirmasini yapmis

bulunmaktayiz:

(H1) Assembly fonksiyonu As:H4(K(TT, 1); Lo(Z)) - L4(Z[Tt]) birebir olsun,
(H2) Whitehead grubu Wh(TT) asikar olsun,

(H3) Ameliyat engel fonksiyonu T(MxI, 9) ” Ls(Z[t]) 6rten olsun.

Teorem(Hegenbarth vd. (2015b)): M;ve M, yukarida bahsedilen (H1), (H2) ve (H3)
hipotezlerini saglayan, temel gruplarinin kohomoloji boyutlari 2'den kiglk esit olan ve ayni
Kirby-Siebenmann degismezine sahip topolojik 4-manifoldlar olsun. Manifoldlar ve evrensel
oOrtlleri ayni anda spin yapiya sahipse ya da spin degilse, bu tur manifoldlar s-kobordanttir

ancak ve ancak izometrik ikinci dereceden tipe sahiplerse.

Teoremin ispati igin dncelikle bahsi gegen hipotezler altinda verilen manifoldlarin
kobordant olduklarini gosterdik. Ardindan da bu kobordizmi s-kobordizm haline getirecek

uygun bir homotopi 6z-denklik bulunabilecegini gosterdik. Burada yaptigimiz eldeki



kobordizmi ikiye ayirip daha 6nce bahsettigimiz 6rgu yardimiyla buldugumuz uygun bir

homotopi 6z-denklik ile degistirerek s-kobordizm haline getirmektir.

Bu makale ile ilgili olarak, Atihm Universitesi’nde gerceklestirilen 9. Ankara
Matematik Gunleri’nde bir konugsma da Mehmetcik Pamuk tarafindan yapilmistir. Bir
konusma da Polonya Krakow’da yapilacak olan “Glances at Manifolds” isimli konferansda

17 Temmuz 2015 tarihinde yapilacaktir.

Bu projede ayrica, 4-boyutlu sonlu Poincare egleklik kompleksleri ve bunlarin
kobordizm gruplari incelenmistir. Poincare esleklik kompleksleri, Poincare esleklik teoremini
saglayan CW-komplekslerdir. Bu anlamda manifold kavraminin genellestiriimesi olarak
disUndulebilirler ve manifoldlarin ameliyat teorisi (surgery theory) kullanilarak
siniflandiriimasinda énemli bir yer tutarlar. Bu galismada oncelikli olarak, Poincare esleklik

kompleksleri Gzerine bir siralama bagintisi tanimlanmistir: X>P notasyonu, derecesi 1 olan

ve temel gruplar arasinda bir izomorfizma veren siirekli bir X P fonksiyonunun

varligini belirtir. Bu tanimi kullanarak dncelikle bir X Poincare esleklik kompleksi igin, Hz (X;
N)'in kesigim formu kisitlandiginda singuler olmadigi bir G kararh serbest alt modilu varsa,
X>P olacak sekilde bir Poincare egleklik kompleksi bulunabilecedini gosterdik. Ardindan da
bu bagintiya gére minimal olan kompleksleri tanimlayip ve bunlar i¢in varlik ve teklik

sorularini inceledik.

Tanim: Bir P Poincare esleklik kompleksine X kompleksi icin minimaldir (X-minimal)
denir eger
(i X>P ve
(ii) P>Q oldugu durumlarda P ile Q homotopi denk oluyorsa.

Teorem(Hegenbarth vd. (2015a)): Eger Hz (X; A) sonlu sayida Uretece sahipse bir P,

X-minimal kompleksi vardir.

Teoremin ifadesinde gegen A, Z[n+(X)] grup halkasini géstermektedir. Bu siralama
bagintisi ve minimal komplekslerin varligi yardimiyla, fonksiyonlarin Postnikov ayrigmasi ve
engel (obstruction) teorisi kullanilarak, ayni minimal komplekse ve izomorfik ikinci homoloji
grubuna sahip 4-boyutlu sonlu Poincare esleklik komplekslerinin birbirine homotopi denk

olduklari gosterilmigtir:

Teorem(Hegenbarth vd. (2015a)): X ve X ayni minimal kompleks P (izerinde iki

Poincare esleklik kompleksleri olsunlar. Eger komplekslerin ikinci homology gruplari



arasinda ¢: Hz (X; A) - H. (X; A) bigiminde bir esmetri varsa, X ile X birbirine homotopi

denktir.
ikinci homolojiler arasindaki esmetri bize Postnikov sistemleri E;ve E’s arasinda bir

homotopi denklik verir. Burada Postnikov sisteminden kastimiz Es P biciminde bir

—

liflemedir dyle ki f3:X Es 3-bagli bir fonksiyondur ve f fonksiyonunun Postnikov

ayrismasini verir. Yukarida verilen teoremi ispatlamak igin Postnikov sistemleri arasindaki
homotopi denkligi X ile X arasinda bir homotopi denklige genisletebilecegimizi engel teorisi
(obstruction theory) kullanarak gosterdik. Bahsedilen genisletmenin 6nlindeki engel H*(X’;
13(X’)) kohomoloji grubunda yasar. Biz, bu kohomoloji elemaninin sifir oldugunu gdstererek,

genigletmenin mumkun oldugunu gostermis olduk.

Slovenya ziyaretlerimiz esnasinda tanistigimiz Neza Mramor Kosta ile proje
kapsaminda hesaplamali topoloji (computational topology) alaninda ortak ¢alismalara da
baslanmistir. Bu gercevede Semra Pamuk ve Mehmetcik Pamuk, Turkiye'den birer doktora
dgrencisinin (Turkmen Ornek ve Hanife Varli) Neza Mramor Kosta ile birlikte es
danismanhgini yuritmektedirler. Bu tezlerle ilgili yapilan ¢calismalar kesikli Morse
fonksiyonlari (Discrete Morse Functions) Uzerinedir. Bu konu Robin Forman tarafindan
1990’larda geligtirilmis olup (Forman (1998), Forman (2002)), Morse Teori’nin kesikli
versiyonudur. Bu alanda yapilan ¢alismalar kesikli objelerin, hlicre kompleksleri gibi,
topolojisini anlamada ¢ok faydali olmustur. Kesikli Morse Teorisi’nin matematigin gerek teorik
gerek uygulamali bir gok alanina uygulamasi vardir: topolojik temelli algoritmalarin ve veri

yapilarinin (data structures) gelistiriimesi, sensor networkleri, imaj ve data analizi gibi.

Bu konudaki ¢alismalarimiz sonucunda Neza Mramor Kosta, Mehmetcik Pamuk ve
Hanife Varli “Perfect Discrete Morse Functions on Connected Sums” isimli bir makale
yazmiglardir. Bu makalede de, diger makalelerde oldugu gibi Tubitak destegi belirtilmistir.
Yukarida ismi gegen makale, baglantili toplam olarak verilen bir manifold Gzerinde tanimli
mukemmel kesikli Morse fonksiyonlarinin (perfect discrete Morse functions) nasil ayrilip,
birlestirilebilecegi Uzerinedir. Bahsi gegcen makale “Discrete & Computational Geometry” adli

dergiye gonderilmistir. Makale, su an hakem degerlendirmesindedir.

Proje kapsamindaki ¢calismalarimizin devami olarak, 4-manifoldlar igin buldugumuz
homotopi 6z-denklik hesaplamalarini diger boyutlara tasimayi planhyoruz. Siniflandirma

problemleri ile ilgili olarak da dncelikli olarak 6 boyutlu manifoldlar i¢in ne tir sonuglar



bulabilecegimizi arastiracagiz. Hesaplamali topoloji ile ilgili olarak da, Uzerinde herhangi bir

grubun etkisi olan hiicre komplekslerini gcalismayi planliyoruz.
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