
Proje Numarası: MISAG JULICH 04
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Önsöz

Bu proje ile, sonlu metal plastisitesi için hasar kavramının modellenmesi
amaçlanmıştır. Bu amaç doğrultusunda bir grup deneysel çalışma yapılmış,
sonuçlar geniş bir literatür çalışması ile desteklenerek malzeme modelleri
oluşturulmuş, ve bu modeller ticari sonlu elemanlar paketlerinde kullanılabilecek
etkin formlara sokulmuştur.

Bu formlarda, hasarla eşleşmiş ısıl etkileri de barındıran hiperelastik-
(visko)plastik bir formülasyon, asal eksenlerde Öklidyen bir çerçevede, yerel ve
entegral ortalamaya dayalı yerel olmayan yapıları ile işlenmektedir. Buluntular,
proje sonuç raporunda ayrıntıları ile anlatılmaktadır.

Bu proje, MISAG JULICH 04 kodu ile, TÜBİTAK ile Almanya Jülich
Araştırma Merkezi Arasındaki İşbirliği Çerçevesinde Araştırma Projeleri
Destekleme Programı kapsamıda desteklenmiştir.
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0.5.1 Eksenel Simetrik Çubuğun Boyun Vermesi . . . . . . . . . 32
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Öz

Hasarla eşleşmiş ısıl etkileri de barındıran hiperelastik-(visko)plastik bir
formülasyon, asal eksenlerde, Öklidyen bir çerçevede, yerel ve entegral ortala-
maya dayalı yerel olmayan yapıları ile sunulmuştur. Birleşik fonksiyonel yapı,
plastisite ve hasar ana denklem formlarında bir kısıtlama öngörmemektedir.
Buna göre, tek bir akma fonksiyonu ile eşleşmiş geniş bir plastisite ve hasar
model yelpazesi yapıya eklenebilir. Halihazırda, Lemaitre tipi bir model, üç
değişmezli model, ve üç-eksenli model olmak üzere, örnek olarak üç adet
hasar modeli sunulmuştur. Gösterilmiştir ki, asal eksen formülasyonları sadece
sonlu plastisite çözümlerini tensörel türevlerden sayıl türevlere dönüştürmekle
kalmamakta, asal iz düşümlerle çözümlenebilen aktif-pasif hasar evriminin
formüle edilmesinde de elverişlilik sağlamaktadır. Doruk sonrası tepkinin
düzenlenmesinde kullanılan yerel olmayan formülasyonda, hasar artışlarının
referans yapılanışa ait hacimde ortalamasına ve malzeme uzunluk birimi
boyunca yumuşatılmasına başvurulmuştur. Tek yanlı hasar evrim formülasyonu
asal eksenlerdeki pratiklik ve etkinliği vurgulanarak yapılmıştır. Bununla be-
raber yerel entegrasyon prosedürleri, bütün denklem setinin önce ikiye ve
nihayetinde bire indirgenerek çözümü özetlenmiştir. Ayrıca elastik kestirim-
hasarlı plastik düzeltim (eş-zamanlı hasar ve plastisite çözüm metodu) ve
elastik kestirim-plastik düzeltim-hasar hesabı (ekzamanlı hasar ve plastisite
çözüm metodu) anlatılmıştır. Tutarlı malzeme tanjantı türetilmiştir. Modeller
malzeme altyordamları olarak kodlanmıştır. Yerel formların etkinlik ve kestirim
performansı ve yerel olmayan formların yerelleşmeyi önleme özellikleri, bir grup
test problemi üzerinde çalışılmıştır.



Abstract

A framework for damage coupled thermo-coupled hyperelastic-(visco)plasticity
is presented in principal axes in an Euclidean setting with local basis together
with its nonlocal extension based on integral averaging. The unified functional
framework for the governing functions of plasticity and damage does not assume
particular restrictions on the forms. This gives rise to implementation a broad
range of damage and plasticity models, strongly coupled through a single yield
surface. Accordingly three possible damage rate equations are proposed which
are a Lemaitre variant, three invariant and triaxial dependent damage models. It
is shown that, principal axes formulation provides convenience in active-passive
damage evolutionary conditions which depends on eigen-projections besides fi-
nite hyperelastic-plastic framework, reducing tensorial differentials to simple
differentials with respect to scalars. Nonlocal extension supplied the regulariza-
tion of the post peak response where damage increments are materially aver-
aged and smoothed over a material length scale. Unilateral damage evolutionary
forms are given with special emphasis on the practicality and efficiency of for-
mulations in principal axes. Moreover local integration procedures are summa-
rized starting from a full equation set which are simplified step by step initially
to two and finally to one. Also different operator split methodologies such as
elastic predictor-damage plastic corrector (simultaneous plastic-damage solution
scheme) and elastic predictor-plastic corrector-damage deteriorator (staggered
plastic-damage solution scheme) are given. To this end regarding consistent ma-
terial moduli are derived. The models are implemented as user defined material
subroutines. The efficiency and the predictive performances of the local and
localization limitation property of the nonlocal formulations are studied with a
set of sample problems.
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0.1 Giriş

Katılar mekaniğinde yumuşama mekanizmaları plastisite ve hasar ile model-
lenir. Plastisite kayma düzlemlerindeki şebeke hareketlerini ele alırken hasar ise
mikro-boşluk ve mikro-kırıkların uygulanan yükler altındaki oluşumu, büyümesi
ve birleşerek makro-kırıkları oluşturması sürecini çalışır. Malzeme aşınımını
sağlayan mekanizmalarla ilgili geniş bir bilgi Lin et al. [2005]’te verilmekte-
dir. Halihazırdaki çalışmada, bu baskın mekanizmalardan (mobil dislokasyon,
kavite oluşumu, kavite büyümesi, süperplastik boşluk büyümesi, sünek boşluk
büyümesi, kırılmalı sünek boşluk büyümesi), plastisite etkilenimli soğuk işlemde
sünek boşluk oluşumu ele alınacaktır.

Metal şekillendirme işlemlerinde amaç malzemenin biçimlenme rezerv-
lerini tüketmemektir. Aksi halde malzemenin fiziksel özellikleri bozulmakta
ve kırıklar oluşarak defekte olmuş ürün elde edilmektedir. Şekillendirme
tasarımı, aşırı hasar oluşumunu engelleyici işlem kinematiğinin belirlenmesini,
kuvvet ve gerilmelerin kestirimini öngörür. Bu da malzeme zayıflamasına ait
mikro-mekanizma bilgisini gerektirir.

Sünek malzeme hasarı kapsamında, makro-kırıkların oluşumuna kadar geçen
ve yukarıda değinilen üç aşamalı zayıflama şu şekilde açıklanmaktadır. Gerilme
konsantrasyonları etkisi ile ikincil tanecikler ya da katışıklıklar etrafında plas-
tik akmayla birlikte matris ayrılmasından ötürü mikro-boşluklar oluşur. Bu
boşluklar, halihazırda varolanlarla birlikte pozitif hidrostatik gerilmeler altında
büyür ve bu büyüme boşlukların birleşimi ve makro-kırıkların oluşumuna dek
devam eder. Mekanizma, basınç gerilme alanlarının şekil değiştirme kapasitesini
artırmasını ve üç eksenli gerilmelerin ise prematür kırıkların oluşumuna sebep
olmasını açıklamaktadır, Rice ve Tracey [1969] ve Plancak [1990]. Literatürde,
açıklanan bu hasar mekanizması üç farklı yaklaşımla çalışılmaktadır: Kırılma
Mekaniği (KM), Mikro-tabanlı Hasar Mekaniği (MHM) ve Sürekli Ortamlar
Hasar Mekaniği (SOHM).

KM de bir birikmiş plastik iş sınırı ele alınır. Literatürde çeşitli kırılma
kriterleri önerilmiştir. Oyane kriteri, Oyane [1972], Freudenthal kriteri,
Freudenthal [1950], Cockroft Latham kriteri, Cockcroft ve Latham [1968] ve
Brozzo kriteri, Brozzo et al. [1972], bunlardan birkaçıdır. Buna göre önerilen
limit plastik iş değer aşıldığında kırık oluşur. Bu eşleşmesiz yapı, kriter-
lerin halihazırdaki nümerik çözüm metodlarına kolayca eklemlenebilmesini
sağlamaktadır. Sisteme eşlemeli sistemlerde görüleceği gibi eşzamanlı
sağlanması gereken denklemler eklenmemektedir. Bunun yanısıra, aşamalı
bir yumuşama davranışının görülmemesi nümerik yapının stabil kalmasını
sağlamaktadır. Bu avantajlara rağmen aynı eşlemesiz yapı dezavantajın da
kaynağını oluşturur. Şekil değiştirme-hasar eşlemesizliği malzeme bozulmasının
aşamalı yapısını yansıtmaktan yoksundur. Başka bir deyişle, kırılmaya dek,
ne malzemenin direngenliği ne de yük boşaltmadaki elastik rijitliği azalma-
maktadır. Dolayısı ile çözüm konvansiyonel plastisite ile elde edilenlerden
ayrılmamaktadır. Bu fiziksel olarak gerçek davranışı yansıtmaktan uzaktır.

MHM modelleri, izole edilmiş, ideal boşluk, kırık ya da ikincil faz içeren
birim hücrelerin analizinden türetilmiştir. Birebir yansıtılan mikro-mekanik
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davranış, analizlerde kullanılabilmek üzere makro-ölçeğe matematiksel homo-
jenizasyon prosedürü ile aktarılır. Gurson’un hasar modeli, Gurson [1977],
boşluklu rijit plastik bir matris yapısı ile modellenmiş, sıklıkla kullanılan MHM
modellerinden biridir. Bu modelde sunulan modifiye edilmiş plastik potan-
siyelle, homojenize davranış boşluklu bir plastisite teorisine denk gelmektedir.
Fiziksel olarak aşikar hasar göstergesi, boşluk-hacim oranıdır. Tvergaard ve
Needleman [1984], bu modeli boşluk birleşimlerindeki hasar ivmelenmesini
de içerecek şekilde genişletmiş ve günümüzde Gurson-Tvergaard-Needleman
(GTN) modeli olarak bilinen formu geliştirmiştir. Sıklıkla kullanılan MHM
modellerinden biri de termodinamik olarak tutarlı bir altyapıya sahip Rous-
selier modelidir, Rousselier [1987]. MHM modellerinin avantajları arasında,
formulasyonlarının mikro-mekanik motivasyonu ile fiziksel yapıyı aktarmaktaki
başarıları yatmaktadır. Fakat literatürde not edilmiş çeşitli dezavantajları da
yok değildir. Malzeme parametrelerinin bulunması pratiklikten uzak olmaktadır
1. Modellerin genellikle boşluklu plastisite olarak adlandırdığımız ve hidrostatik
gerilme etkilerini öne çıkartan yapısı kayma gerilmeleri tarafından domine edilen
hasar mekanizmalarını yansıtamamaktadır, Hambli [2001]. Hasarla beraber
akma mevkiindeki daralma yansıtılabilse bile elastik rijitlik bundan etkilen-
memektedir. Bunun yanısıra, yerel geleneksel formülasyonlarda, doruk sonrası
malzeme tepkisinin nümerik çözümlenmesinde, ağa bağlılık, ve yerelleşme
problemleri görülmektedir. Son olarak, formülasyonların mikro-mekanik olarak
türetilmesi, farklı mikro-yapıların davranışını yansıtmak konusunda bir engel
oluşturmakta ve bileşik bir hasar modeli söz konusu olamamaktadır.

SOHM, ters çevrilemez mikro-yapısal zayıflamaları, şekil değiştirme ile
eşlemeli bir iç değişkeni temsil eden matematiksel yapı ışığında formüle eder.
Yaklaşımın kökleri Kachanov [1958] ve Rabotnov [1968]’un erken çalışmalarına
kadar gitmektedir. Bu çalışmalarda sürünmeye bağlı metal kopmaları için
efektif gerilme kavramı sunulmuştur. Lemaitre hasar modeli, Lemaitre [1971],
sıklıkla kullanılan SOHM modellerindendir. Günümüze dek SOHM modelleri
sonlu şekil değiştirme, anizotropi, ısıl etkiler, yerel olmayan eklentileri içerecek
biçimde geliştirilmişlerdir. SOHM modelleri, hem kabul edilebilir gerilme
uzayındaki daralmayı hem de elastik rijitlikteki azalmayı yansıtabilmektedir.
Doruk sonrası yumuşama davranışı, bu modellerde de sınır değer probleminin
sayısal çözümünde güçlük çıkarmakta, denklemlerde statik problemler için
ovalliğin dinamik problemler içinse hiperbolikliğin kaybına yol açmaktadır.

Halihazırdaki çalışmada izotropik hasar ele alınmıştır. Bu kabul tesadüfi
ve istatistiksel olarak homojen dağılımlı, şekilli ve doğrultulu mikro-boşluk
topluluğuna işaret eder. Pratikte, homojen ve izotropik bir yapıda bile
malzeme davranışının hasara bağlı anizotropik ve homojen olmayan bir şekle
büründüğü görülür, Krajcinovic [1996]. Buna göre, izotropi kabulü ile bu
detaylar ortadan kaldırılmaktadır. Her ne kadar matematiksel kısıtlamalar
açısından da anizotropik model daha genel bir yapıyı ifade etse de, ele alınan
metal plastisitesi ve sünek hasar için izotropi kabulü birçok uygulamada yeterli

1Malzeme parametrelerinin kalibrasyonu, 3 parametreli Rousselier modeli için nispeten
daha kolaydır.
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ve pratik bir çözüm sağlamaktadır. Yine de akılda bulundurulmalıdır ki, nisbi
olmayan yükleme koşullarında anizotropi içeren modellerin kullanımı daha
doğru bir yaklaşımdır, Lemaitre [1996].

Günümüze dek oluşturulmuş görüngüsel ve mikro-mekanik hasar modelleri
için literatür olgun denebilecek bir seviyeye ulaşmıştır. Okuyucu konu ile il-
gili daha geniş bilgiyi şu kaynaklarda bulabilir, Lemaitre [1996], Krajcinovic
[1996], Skrzypek ve Ganczarski [1998], Lemaitre ve Desmorat [2005]. Lemaitre
ve Chaboche [1990], Doghri [2000], Chaboche [2003], Saanouni ve Chaboche
[2003].

Bu çalışmada amaç, Öklidyen bir formda, kuvvetli bir sonlu şekil değiştirmeli
hiperelastik-(visko) plastisite ile eşleşmiş yerel bir izotropik hasar modeli sun-
maktır. Formülasyonlar asal-eksenlerde türetilmiş ve integral ortalamasına bağlı
yerel olmayan eklentilerle desteklenmiştir.

Bu amaç doğrultusunda, efektif gerilme kavramı, Kachanov [1958] ve Rabot-
nov [1968], ve birim şekil değiştirme eşlenikliği prensibi, Lemaitre [1971], kul-
lanılarak tek bir plastik akma fonksiyonu ile, kuvvetle eşlenmiş plastisite-hasar
modeli oluşturulmuştur. Bu yaklaşımın doğal sonucu hasarın her zaman için
kesinlikle plastik akma ile beraber oluşma zorunluluğudur ki sünek hasar için
bu kabul gerçekçidir.

Yumuşama rejimlerinin sayısal çözümleri daha önce de değinildiği gibi
tekil olmayan, ağa dayalı sonuçlar doğurmaktadır. Bunun etkisi ile hasar
çözüm ağının sıkılaştırılması ile yakınsama olmaksızın daha da dar alanlara
yerelleşmektedir, Jirásek ve Bažant [2001]. Bununla beraber ters çevrimsiz
işlemlerde enerji tüketilmemektedir ki bu fiziksel olarak kabul edilemez, Borino
et al. [2003]. Ağa duyarlılıkla ilgili örnekleri okur Jirásek [2006]’te bulabilir.
Literatürde bu davranışın sağaltımında farklı metodlar kullanılmaktadır. Bun-
lar gradyan formülasyonlar, viskoz düzenleme metodları ve entegral yerel
olmayan formülasyonlardır. Bu metodların detaylı bir araştırması için de Borst
et al. [1999]’a başvurulabilir. Halihazırdaki çalışmada, yerel olmayan integral
ortalamalı bir tekniğe başvurulmuştur.

Sıralananlar haricinde, çalışmanın sayısal olarak çekici ve bahse değer
özellikleri şunlardır:

• Uygulanan asal eksenler formülasyonu, sadece, tensör türevlerini sıradan
sayısal türevlere indirgeyerek, sonlu hiperelastik-plastisite denklemlerinin
türetilmesini kolaylaştırmamış, (Ibrahimbegović [1999]), bunun yanısıra
asal gerilme ya da birim şekil değiştirme iz düşümlerini gerektiren aktif-
pasif hasar evriminin türetimini basitleştirmiş ve pratikleştirmiştir.

• Model problem her ne kadar J2 plastisitesi ile eşleşmiş Lemaitre tipi bir
hasar modeli olarak seçilmiş de olsa, plastisite ve hasar için kullanılan
fonksiyonel formlar konusunda herhangibir sınırlama söz konusu değildir.
Buna göre Lemaitre modeli gibi termodinamik olarak formal bir türetimi
olan hasar modellerinin yanısıra, literatürde kullanılan farklı şekillerde
türetilmiş (mesela ampirik) hasar modelleri de termodinamiğin ikinci pren-
sibini ihlal etmeyerek bu yapı içerisinde kullanılabilir. Raporda olası form-
lara yer verilmektedir.
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• Yerel olmayan ortalamalı formülasyon, sadece sonlu elemanlar çözüm
basamaklarının sonunda hasar evrim formuna tatbik edilmiş bu da sayısal
olarak pratik ve etkili bir çözüm oluşturmuştur Drabek [2005], Drabek ve
Böhm [2005] and Drabek ve Böhm [2006].

Raporun kalan kısmı şu şekilde özetlenebilir. Termodinamik bir tutarlılıkla ısıl
eşlemeli ve ayrıca izotermal olarak türetilmiş yerel bünye denklemlerin türetimi
bölüm 0.2’de verilmektedir. Model bir problem olarak, bölüm 0.2.4’te J2 plas-
tisitesi sunulmaktadır. Hasar formları ile ilgili ele alınan yapı bölüm 0.2.5’te
detaylandırılmaktadır. Sayısal çözümlemeye ait detaylar (algoritmik formlar ve
tutarlı elasto-plastik-hasar tanjantının türetimi) bölüm 0.3’tedir. Böylece yerel
kısım tamamlanmaktadır. Hasar artışlarının entegral yumuşatmasına dayanan
yerel olmayan formlar Bölüm 0.4’te verilmektedir. Örnek problem çözümleri
Bölüm 0.5’te bulunabilir. Sonuçlar ise Bölüm 0.6’dadır.

0.2 Termodinamik Çatı

0.2.1 Hasarla Eşleşmiş Çarpmalı Hiperelastik Plastisite

F şekil değiştirme gradyeni, B0 referans cismi, X ve x malzemeye noktasının
referans ve güncel pozisyonları olsun. ϕ : B0 → R3 konfigürasyonu belirtirken,
F

.= ∂Xx ve x
.= ϕ(X, t) geçerlidir. Lee [1969]’nin önerdiği ve çarpmalı kine-

matik olarak bilinen yöntem, sonlu birim şekil değiştirmelerde, Denklem 1’de
verildiği gibi, şekil değiştirme gradyeninin, elastik, F e, ve plastik, F p, şekil
değiştirme gradyenleri olarak çarpmalı ayrımını öngörür. Bu yapı tekli-kristaller
için mikro-mekanik olarak onaylanmıştır, Asaro [1983], ve çoklu-kristaller için
de geçerliliğini korumaktadır.

F = F e • F p (1)

Bu formülasyonun sayısal modellenmesi ile ilgili ayrıntılar, Simó [1992] ve Simó
ve Hughes [1998]’de bulunabilir. Sonlu (visko)plastisitenin manifold ve Öklidyen
yaklaşımları ile, asal eksen formülasyonu, Ibrahimbegović [1994], Ibrahimbe-
gović [1999] ve Ibrahimbegović ve Chorfi [2000] kaynaklarında ve bu kaynakların
referans listelerinde bulunabilir.

Çarpmalı kinematik içeren formülasyonun hasarla eşleşmiş çeşitleri üzerine
çalışmalara örnek olarak, Steinmann et al. [1994], Ju [1990], Mediavilla et al.
[2006], Engelen [2005] verilebilir. Bu yapılar termodinamik temellerine göre
çeşitlilik gösterebilirler. örneğin plastisite ve hasar eşlemesi karakteri serbest en-
erji düzeyinde olacağı gibi evrim denklemleri seviyesinde de olabilir. Ayrıca kul-
lanılan denklik prensipleri ya da hasar değişkeninin matematiksel yapısı da ni-
hayi denklemlerin yapısını ve matematiksel modelin davranışını derinden etkile-
mektedir. Seçilen formların avantaj ve dezavantajlarına Skrzypek ve Ganczarski
[1998] ve Ganczarski ve Barwacz [2004] kaynaklarında genişçe yer verilmektedir.

Bu çalışmada tek yüzeyli plastisite üzerinden eşlenmiş hasar modeli
seçilmiştir. Bu model, sünek koşullarda uygunluk gösteren bir biçimde,
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plastik akma haricinde bir hasar oluşumuna izin vermez. Lemaitre [1996]
ve içsel değişkenli termodinamik ilkeler takip edilerek, etkin toplam serbest
enerji, Ψ̃, etkin elastik serbest enerji, Ψ̃e, ve plastik serbest enerji, Ψp, toplamı
biçiminde ifade edilebilir. D ∈ [0, 1], sayıl hasar değişkenini ifade etmektedir.
Öyle ki, D = 0 hasarsız mükemmel malzemeyi, D = 1 ise kopma durumunu be-
timler. İzotropik hasar formülasyonu, malzeme simetrisini değiştirmemektedir.
Bu yapıda hasar, elastisite ile hal eşlemesi, plastisite ile ise kinematik eşleme
halindedir. Bu önermenin fiziksel temelleri Lemaitre [1996]’da bulunabilir.

0.2.2 Isıl-Eşlemeli Formülasyon

Bu bölümde hasarla eşleşmiş lineer olmayan izotropik pekleşmeli ve ısıl
yumuşamalı termo-plastisite denklemleri kurulacaktır. Ele alınan fonksiyonel
yapıda hasar evrim denklemleri için genel bir form önerilmiştir. Bu forma,
Lämmer ve Tsakmakis [2000]’te çalışılmış olan termodinamik bazlı evrim
formları eklemlenebileceği gibi, Mediavilla et al. [2006]’da verilen kırılma kri-
teri bazlı termodinamik türetmeden yoksun hasar formları da eklemlenebilir.
Sonlu plastisitenin çözümlenmesinde, Simó [1992] takip edilmiştir. Çarpmalı
formülasyondaki ara ve güncel konfigürasyonlar, hasarın da içerilmesi ile etkin
ve nominal halleri ile değerlendirilmektedir. Bu noktanın önemi, anizotropinin
modellenmesinde daha bariz açığa çıkar. Anizotropi ile, hal değişkenleri bir
konfigürasyondan bir diğerine hasar etki tensörleri vasıtası ile transfer edilirler.
İzotropi kabulü ile bu tensörel formlar basit sayıl işlemlere dönmektedir. Denge
denklemleri nominal gerilme uzayında sağlanmaktadır, plastik akma ise malze-
menin zarar görmemiş etkin altyapısında kendini gösterir. Bir başka deyişle,
plastisiteye ait uygunluk koşulu etkin konfigürasyonda çözümlenir.

Isıl-eşlemeli sonlu plastisitede, ısıl alanların ve mekanik alanların bir-
birleri üzerinde karşılıklı etkileri sözkonusudur. Bunlar elastik ve plastik
şekil değiştirmelerle oluşabilecek elastik ve elastik olmayan ısınma, ısıl birim
şekil değiştirme, ısıl yumuşama gibi etkilerdir, Simó ve Miehe [1992]. Bu
çalışmanın motivasyonlarından biri de bu etkilerin hasar kapsamında da
değerlendirilebileceği bir yapı formüle etmektir.

Bunu başarmak için, öncelikle aşağıdaki elastisite ile hasar arasındaki hal
eşlemesini gösteren mekanik serbest enerji denklemi kabul edilecektir,

Ψ(be, α,D) = Ψe(be, D) + Ψp(α) (2)

Burada be sol Cauchy-Green şekil değiştirme tensörüdür. α ve D ise plastik ve
hasar birim genleme tipi değişkenlerdir. Daha ayrıntılı tanımlamak gerekirse, α
eşlenik plastik birim şekil değiştirmeyi ifade eder. Hasarlı elastik serbest enerji
tanımı, hasarsız kısım (Ψ̃e, üzerinden şu şekilde tanımlanabilir,

Ψe = (1−D) Ψ̃e (3)

Termodinamik çatının ısıl etkileri de kapsaması yolunda şu denklem önerilebilir,

Ψ(be, α,D, θ) = Ψe(be, D) + Ψp(α) + Ψtd(be, D, θ) + Ψt(θ) (4)
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Burada ısıl genleşme etkilerini işaret eden ısıl-genleşme potansiyeli, Ψtd

tarafından, saf ısıl potansiyel ise ,Ψt tarafından gösterilmektedir. Ψtd potan-
silelinin hasarsız biçimi (Ψ̃td) için,

Ψtd = (1−D) Ψ̃td (5)

yazılabilir. Buna göre, serbest enerji fonksiyonunu, sadece sıcaklık, sadece
hiperelastik, sadece plastik şeklinde yapılara bölünmüştür. Bu önerme
temelinde plastik akma mekanizmasının şebeke yapısını etkilememesi kab-
ulu yatmaktadır. Literatürde potansiyellerle ile ilgili bir çok form önerilmiştir.
Model problem bölümünde, bu aşamada genel olarak verilen yapılar çeşitli
formülasyonlarla tanımlanacaktır.

Termodinamiğin ikinci yasasına göre, yerel gerilme gücü ile yerel serbest
enerji değişim hızının farkı pozitif olmalıdır. Bu yasa matematiksel olarak şu
şekilde formüle edilir,

Ω = τ : d− ∂tΨ− 1
θ

qt • g ≥ 0 (6)

öyle ki ∂t(·) = ∂(·)/∂t. Ω termomekanik kaybı göstermektedir. τ Kirchhoff
gerilmelerini ifade eder ve bunun iş bileşiği şekil değiştirme tensörü uzamsal hızı
d

.= sym [l] ile ifade edilir. l
.= ∂tF • F−1 uzamsal hız gradyenidir. qt ve g

sırası ile ısı yayılımını ve sıcaklık gradyenini, yani ∇θ, gösterir. Bu aşamada,
termomekanik kayıp ifadesini, yerel termomekanik (Clasusius-Planck formu),
Ωltm, ve iletici ısıl (Fourier formu), Ωct olarak ikiye bölmek olasıdır.

Ω = Ωltm + Ωct ≥ 0 (7)

Burada

Ωltm = τ : d− ∂tΨ ≥ 0 (8)

Ωct = −1
θ

qt • g ≥ 0 (9)

dır. Yerel formun açılımıyla,

Ωltm = τ : d− ∂tΨe − ∂tΨp − ∂tΨtd − ∂tΨt ≥ 0 (10)

İkili değişkenlerin bünye denklemleri, şu şekilde türetilebilir,

τ = 2 (1−D) ∂be(Ψ̃e + Ψtd) • be (11)
q = −∂αΩ = −∂αΨp (12)

Y d = −∂DΩ = Ψ̃e + Ψ̃td (13)
η = −∂θΩ = ∂θΨtd + ∂θΨt (14)

q akma yüzeyinin gerilme uzayındaki genişlemesini verir ve izotropik pekleşmeden
sorumlu gerilme tipi değişkendir. Yd ise elastik birim şekil değiştirme enerjisi
salınımı şeklinde ifade edilebilecek hasar bileşke değişkenidir. Bu şekildeki bir
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formülasyon Lemaitre hasar modeli ile uyum içerisindedir. Ayrıca, η entropiyi
ifade eder. Bu buluntuları Clausius-Duhem eşitsizliğinde yerine koyarsak,
aşağıda görülen kayıp potansiyelini elde ederiz,

Ωltm =− τ : [
1
2
Lvb

e • be,−1] + [−∂αΨp] ∂tα + [−∂DΩ] ∂tD

+ [−∂θΩ] ∂tθ ≥ 0
(15)

ya da aynı şekilde,

Ωltm = −τ : [
1
2
Lvb

e • be,−1] + q ∂tα + Y d ∂tD + η ∂tθ ≥ 0 (16)

burada Lv(•), (•)’ın objektif Lie türevini ifade eder, Marsden ve Hughes
[1994]. Hasarla eşleşmemiş plastisiteye ait evrimsel denklemlerin türetiminde
maksimum plastik kayıp yasası, Hill [1950], Lubliner [1984], kullanılabilir. Bu
çalışmada aynı yapı elastik olmayan kayıp için kullanılacak ve nihayetinde
normalite koşullarına ulaşılacaktır. Buna göre, Fransız ekolu takip edilerek
bileşenleri plastik potansiyel, φ̃, ve hasar kayıp potansiyeli, φd, olan birleşik bir
yükleme fonksiyonu, φt, tanımlanabilir,

φt(τ̃ , q, Y ;D, θ) = φ̃(τ̃ , q; θ) + φd(Y ;D) (17)

Burada dikkat edilmesi gereken hususlardan biri plastik potansiyel tanımının,
φ̃, hasarsız malzeme alt-yapısında, etkin Kirchhoff gerilmeleri, τ̃ , cinsinden ku-
ruluyor olmasıdır (τ̃ = τ/(1−D)).

Bu şekilde eldekı problem, bir matematiksel optimizasyon problemine
dönüştürülür ve Lagrange çarpanları metodu ile çözümlenebilir,

L(γ̇, τ , q, Y ;D, θ) = Ω + φt(τ̃ , q, Y ;D, θ) ≥ 0 (18)

Burada γ̇ Lagrange çarpanıdır. Çözüm metodu bir grup durağanlık hali öngörür.
Bu doğrultuda akma ve diğer değişkenlere ait evrim denklemleri türetilir, Mau-
gin [1992],

∂τL = 0, ⇒ Lvb
e = −2

γ̇

(1−D)
∂τ̃ φ̃ • be (19)

İzotropik pekleşme birim şekil değiştirme benzeri değişkeninin evrim denklemi,

∂qL = 0, ⇒ ∂tα = γ̇ ∂qφ̃ (20)

ve hasarın evrim denklemi şöyle bulunur,

∂Y L = 0, ⇒ ∂tD = γ̇ ∂Y dφd (21)

Verilen (19), (20) ve (21) formları geleneksel ilişkisel evrim denklemleridir.
Bütünsellik adına, Karush-Kuhn-Tucker yükleme koşulları, şu şekilde verilebilir.

φ̃ ≤ 0, γ̇ ≥ 0, γ̇ φ̃ = 0 (22)
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Denklem (21)’de verilen, hasara ait zamana bağlı değişim formunun genelleştirilmesi,
özelleştirilmiş bir hasar potansiyeli sunmaksızın, müşterek bir hasar evrim for-
muna imkan verir,

Ḋ = γ̇ g, öyle ki g = g(D,Y ) (23)

Burada g = ∂Y dφD’dir. Görüldüğü gibi bu fonksiyonel yaklaşım farklı hasar
formlarının ele alınmasına olanak tanımaktadır. Fonksiyonel olarak literatürde
üstel fonksiyonlar kullanılmaktadır, Rice ve Tracey [1969] ve Ju [1990]. Ter-
modinamik formalizm içerisinde, Y değişkeni daha önce türetilen Y d’yi ifade
eder. Fakat termodinamik formalizm izlenmeyerek de bu değişken için farklı
gerilmeye dayalı formlar kullanmak mümkündür. Görülmektedir ki bu önerme,
kırılma kriteri tabanlılar da dahil olmak üzere, literatürdeki bir çok hasar mod-
eline uyum sağlamaktadır.

Viskoz Düzenleme

Zamandan bağımsız formülasyonda, γ̇ ’ın bulunması, ∂tφ̃ = 0, eşitliği ile
sağlanır. Visko-plastik formülasyonda ise farklı bir yöntem izlenir. Örneğin,
Perzyna tipi basit viskoz model ele alınırsa, viskoplastik çarpan tanımı, γ̇vp , şu
şekilde bulunur,

γ̇vp =
〈φ̃〉m

η
(24)

burada φ̃ akma potansiyelini, η akışkanlık katsayısını, 〈·〉 ise Macaulay
çerçevesini ifade eder, 〈x〉 .= 1/2 (x + |x|). Buna göre, etkin gerilme uzayında
türetilen, viskoz akma kuralı şöyledir,

Lvb
e = −2

1
(1−D)

〈φ̃〉
η

∂τ̃ φ̃ • be (25)

0.2.3 İzotermal Formülasyon

Izotermal formülasyon için, hasarlı toplam serbest enerji şu şekilde ifade
edilebilir,

Ψ(be, α,D) = Ψe(be, D) + Ψp(α) (26)

Termodinamiğin ikinci ilkesinin uygulanması ile,

Ω = τ : d− ∂tΨe − ∂tΨp ≥ 0 (27)

bünye denklemleri elde edilir,

τ = 2 (1−D) ∂beΨ̃e • be, q = −∂αΩ = −∂αΨp, Y d = −∂DΩ = Ψ̃e (28)
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Buluntuların Clausius-Planck eşitsizliğinde tekrar kullanılması ile, aşağıdaki
kayıp potansiyeli denklemini elde ederiz

Ω = −τ : [
1
2
Lvb

e • be,−1] + q ∂tα + Y d ∂tD ≥ 0 (29)

Daha önce, ısıl eşlemeli bölümde de gösterildiği gibi, plastisite ve hasar
bileşenlerinden oluşan bir elastik olmayan potansiyel önerisi ile,

φt(τ̃ , q, Y ;D) = φ̃(τ̃ , q) + φd(Y ;D) (30)

optimizasyon problemini oluşturabilir ve çözümde kullanılacak Lagrange
fonksiyonelimizi tanımlayabiliriz,

L(γ̇, τ , q, Y ;D) = Ω + φt(τ̃ , q, Y ;D) ≥ 0 (31)

Buna göre, izotermal akma kuralı bulunabilir,

∂τL = 0, ⇒ Lvb
e = −2

γ̇

(1−D)
∂τ̃ φ̃ • be (32)

Diğer formülasyonlar, ısıl eşlemeli türetilenlerle denktir. Bu nedenle burada
tekrarlanmasına gerek duyulmamıştır.

0.2.4 Model Problemde Uygulama

Isıl Eşlemeli Formlar

Takip eden satırlarda, şu ana kadar verilen teorik altyapı özel bir model üzerinde
çözümlenecektir. Bu model asal eksenlerde türetilmiş, logaritmik birim şekil
değiştirmeye ikinci derece denklemlerle bağlanan bir hiperelastik potansiyel ve
J2 (visko)plastisitesini içermektedir. Hasar formu için Lemaitre tipi bir form
yarı-tekyönlü olarak ele alınmıştır. Simó ve Miehe [1992] tarafından önerilen
ısıl-genleşme potansiyeli kullanılmıştır. Fourier kayıp potansiyeli için Fourier ısı
akış denklemini veren kanonik bir form yeterli görülmüştür.

Öncelikle, etkin hiperelastik potansiyeli, Ψ̃e, etkin hacimsel, Ψ̃e,vol, ve etkin
deviyatorik, Ψ̃e,dev, olarak ayırırsak,

Ψ̃e = Ψ̃e,vol + Ψ̃e,dev (33)

hacimsel kısmı elastik Jacobian, Je = det[F e], cinsinden ifade edebilir ve de-
viyatorik kısmı ise asal deviyatorik elastik logaritmik birim şekil değiştirmenin,
ε̄e
i ; (i = 1, 2, 3), bir fonksiyonu olarak yazabiliriz,

Ψ̃e,vol = Ψ̃e,vol(Je), Ψ̃e,dev = Ψ̃e,dev(ε̄e
1, ε̄

e
2, ε̄

e
3) (34)

εe
i asal toplam elastik logaritmik birim şekil değiştirmeyi ifade ederken, ε̄e

i =
εe
i − log [Je] /3 ve log [Je] = εe

1 + εe
2 + εe

3 tanımları geçerlidir. Ayrıca, hipere-
lastik potansiyel bileşenleri sonsuz küçüklükte birim şekil değiştirme teorisi ile
de bağdaşan şu formlarda seçilebilir,

Ψ̃e,vol =
1
2

H log [Je]2 , Ψ̃e,dev = µ log
[
λ̄e

]
: log

[
λ̄e

]
(35)
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Burada H ve µ, elastik malzeme sabitleri olup, sırası ile sıkıştırılabilme kat-
sayısını ve kesme modülünü ifade eder. Ayrıca, λe elastik çekme tensörünü, λ̄e

ise onun deviyatorik kısmını ifade eder. Bu denklemler asal elastik logaritmik
birim şekil değiştirmeler cinsinden ifade edilirse,

Ψ̃e,vol =
1
2

H [εe
1 + εe

2 + εe
3]

2, Ψ̃e,dev = µ [ε̄e,2
1 + ε̄e,2

2 + ε̄e,2
3 ] (36)

Etkin ısıl-genleşme potansiyeli, plastik sıkıştırılamazlık ilkesi de kullanılarak şu
şekilde ifade edilebilir,

Ψ̃td = Ψ̃td(Je, θ), Ψ̃td = −3αt log[Je]
Je

(θ − θ0) (37)

Burada αt ve θ0 sırası ile termal genleşme katsayısını ve referans sıcaklığı ifade
etmektedir. Termal potansiyel şu şekilde verilebilir,

Ψt = Cv {(θ − θ0)− θ log
[

θ

θ0

]
} (38)

burada Cv özgün ısı kapasitesini ifade eder ki burada sıcaklıktan bağımsız olduğu
kabul edilmiştir.

Potansiyellerin tanımlarının ardından, ilgili hal denklemleri türetilebilir.
Buna göre hacimsel Kirchhoff gerilmesi, p, ve deviyatorik Kirchhoff gerilmesi,
s, tanımları,

p = 2 (1−D) (∂JeΨ̃e,vol + ∂JeΨ̃td) ∂beJe • be (39)
s = 2 (1−D) ∂beΨ̃e,dev • be (40)

şeklinde yazılabilir. Burada s =
∑3

A=1 sA mA’dır ve sA (A = 1, 2, 3)
bu tensörün asal-bileşenleri, yani asal deviyatorik Kirchhoff gerilmeleri,
mA = νA ⊗ νA, (A = 1, 2, 3) asal-bazları ve νA (A = 1, 2, 3) ise asal-
vektörleri ifade etmektedir, Türetmelerimizi asal eksenlerde ifade edersek
aşağıdaki denklemleri elde ederiz,

p = (1−D) H {[εe
1 + εe

2 + εe
3]− 3αt (θ − θ0)} (41)

sA = 2 (1−D)µ ε̄ e
A (42)

Plastisiteye gelindiğinde, izotropik bir pekleşme potansiyeli tanımı, Ψp,iso, ile
başlanırsa,

Ψp = Ψp,iso(α) (43)

Bu potansiyelin seçimi ile gerilme tipi izotropik pekleşme değişkenine ait hal
denklemi, q = −∂αΨp,iso, açıklığa kavuşacaktır. q = K ′ (α) kullanılarak, K ′ (α)
için literatürde önerilen bir çok form mevcuttur,

K ′ (α) =


K α, Doğrusal

K α + (K∞ −K0) (1− exp [−δ α]) , Satürasyon
τ0 [(c + α)− 1] , Swift

K αn, Ramberg Osgood
τ0 [ ln (c + α)− 1] , Logaritmik

(44)
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Burada K(θ) sıcaklığa bağlı doğrusal pekleşme katsayısını, τ∞(θ) ve τ0(θ) ise
sırası ile sıcaklığa bağlı çökelme gerilmesini ve akma gerilmesini ifade etmekte-
dir. λ yine pekleşmeye ait üstel fonksiyon katsayısıdır. c ve n yine plastisiteye
ait malzeme parametreleridir. Isıl etkileri de barındıran etkin asal Kirchhoff ger-
ilmeleri, τ̃A, ve sıcaklık, θ, formüle edilmiş, J2 tipi akma potansiyelinin, φ̃(τ̃A, θ),
tanımı şu şekilde verilebilir,

φ̃(τ̃A, θ) .=

√
2
3

(τ̃2
1 + τ̃2

2 + τ̃2
3 − τ̃1 τ̃2 − τ̃1 τ̃3 − τ̃2 τ̃3)

1
2 −

√
2
3

y(q, θ) ≤ 0 (45)

Burada y(q, θ) termal etkileri de içeren pekleşme fonskiyonunu ifade etmektedir
ve şöyle tanımlanır,

y(q, θ) = τ0(θ) + q (46)

ve

τ0(θ) = τ0 [1−Hθ(θ − θ0)] (47)

τ0 hiç yüklenmemiş malzemenin ilk akma gerilmesini ifade eder. Önerilen plastik
potansiyel kullanılarak diğer evrimsel formlar elde edilecektir,

∂τ̃ φ̃ =
3∑

A=1

ñA m̃A, burada ñA =
∂φ̃

∂τ̃A
=

s̃A

‖s̃‖
(48)

Burada dikkat edilmesi gereken hususlardan biri asal eksenlerin etkin ve homo-
jenize gerilmeler için aynı olma durumudur, mA ≡ νA ⊗ νA ≡ m̃A ≡ ν̃A ⊗ ν̃A.
Sayıl plastik genleme tipi değişkenin zamana bağlı değişim formu şu şekilde
bulunabilir,

∂tα =

√
2
3

γ̇ (49)

Hasara ait formülasyonla, Bölüm 0.2.2’te işlenecektir.

Izotermal Formlar

Izotermal formülasyonlar için termal etkileri barındıran potansiyeller ve fonksiy-
onlar üzerindeki ısıl etkilerin giderilmesi yeterlidir. Böylece basınç sıcaklıktan
bağımsız olacağı gibi deviyatorik formun zaten sıcaklığa bağlı olmayan yapısı
aynen devam eder,

p = (1−D)H [εe
1 + εe

2 + εe
3], sA = (1−D) 2µ ε̄ e

A (50)

Buna göre J2 akma potansiyeli şu şekilde tanımlanabilir,

φ̃(τ̃A) .=

√
2
3

(τ̃2
1 + τ̃2

2 + τ̃2
3 − τ̃1 τ̃2 − τ̃1 τ̃3 − τ̃2 τ̃3)

1
2 −

√
2
3

y(q) ≤ 0 (51)

Sıradaki bölümde hasar evrimsel formları ele alınmaktadır.
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0.2.5 Zamana Bağlı Hasar Değişim Formları

Malzeme kırılma mekanizması, sünekliğini yani malzeme şekil değiştirme ka-
biliyetini düşüren üç eksenliliğe kuvvetle bağlıdır, Rice ve Tracey [1969], Bonora
[1997] ve Bonora et al. [2005]. Kırılma üzerindeki gerilme etkileri Mackenzie
et al. [1977], Hancock ve Brown [1977], Rice ve Tracey [1969] ve McClintock
[1968]’de detaylı olarak açıklanmış ve üç eksenli etkinin önemi belirtilmiştir.
Bunun yanısıra, Mediavilla [2005], boşluk oluşumunda hacimsel etkilerin
yanısıra kayma (yani plastisite) etkilerinin de gözardı edilmemesi gerekliliğini
belirtir. Bu özellikle gerilme konsantrasyonları ile birlikte boşlukların ortaya
çıkışı aşamasında etkili bir mekanizmadır, ki matris ile ikincil faz taneciği
arasındaki ayrılmayı tetikler. Bu bilgiler ışığında, Dhar et al. [2000] ve
Lämmer ve Tsakmakis [2000]’te verilen form kullanılmıştır. Buna göre g(D,Y )
fonksiyonu şu şekilde belirlenmiştir2,

g(D,Y ) = a0 + (a1 + a2 D)
Y n

(1−D)q
(52)

Burada, a0, a1, a2, n ve q malzemeye ait hasar parametreleridir. Lämmer
ve Tsakmakis [2000]’de değinildiği gibi, Y ’nin seçimine göre, ki formal ter-
modinamik bir yaklaşımla elastik birim şekil değiştirme enerjisi, Lemaitre
[1996], ya da toplam birim şekil değiştirme enerjisi, Ju [1989.a], farklı formlar
elde edilebilir. Hatta termodinamik bir türetim gözetmeksizin üç değişmezli
model, Lemaitre ve Chaboche [1990], gibi modeller ve hatta varolan kırılma
kriterlerinden türetilen hasar eşleniği modeller de bu fonksiyonel yapı içerisinde
ele alınabilir. İlerleyen satırlarda türetmeler Lemaitre modeli takip edilerek,
Y ’nin elastik şekil değiştirme enerjisi, üç gerilme değişmezinin toplamı ve
iç eksenelliği temsil edecek şekilde ele alınmıştır. Tüm formülasyonlar asal
eksenlerde gerşekleştirilmiştir. Buna göre şu genelleştirilmiş hasar evrim formu
kullanılabilir,

Ḋ = a0 γ̇ + (a1 + a2 D)
Y n

(1−D)q
γ̇ (53)

Seçilen bu zamana bağlı değişim formunda ilk terim kesme etkisi altında plas-
tisite ile boşluk oluşumunu, ikincisi ise bu boşluğun hacimsel etkiler altında
büyümesini hedefler.

Lemaitre Hasar Modeli

Halihazırda asal eksenlerde bir türetme yapıldığı göz önüne alınarak hasar
konjüge değişkeni de Lemaitre modeli için asal gerilme ekseninde şu şekilde
tanımlanabilir,

Y (τ̃A) =
1 + ν

2E
(τ̃2

1 + τ̃2
2 + τ̃2

3 )− 9ν

2E
p̃2 (54)

2Dikkat edilmesi gereken husus bu fonksiyonel yaklaşımda farklı formlara da yer ver-
ilebileceğidir.
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Burada, etkin hidrostatik gerilme, p̃ = (τ̃1 + τ̃2 + τ̃3)/3, ile ifade edilmektedir. ν
ve E Poisson oranını ve elastisite modülünü temsil eder. Bu form iç eksenlilik
etkisini şu şekilde barındırır,

Y =
τ̃2
eq Rv

2E
(55)

burada Rv trieksenellik fonksiyonunu ifade eder ve şöyle tanımlanır,

Rv =
2
3

(1 + ν) + 3 (1− 2ν)
(

p

τeq

)
(56)

τ̃eq eşlenik von Mises gerilmesini ifade etmektedir ve tanımı asal eksenlerde
şu şekilde verilebilir, τ̃eq = (τ̃2

1 + τ̃2
2 + τ̃2

3 − τ̃1 τ̃2 − τ̃1 τ̃3 − τ̃2 τ̃3)1/2. Fiziksel
gerçekler göstermektedir ki hasar oluşumu çekme gerilmeleri altında ivme-
lenmekte basma gerilmeleri altında ise hatırı sayılır biçimde azalmaktadır.
Bunun nedeni kırık kapanma etkisidir. Denklem (54) ile verilen form doğal
olarak bu durumu yansıtmamakta çekme ve basma gerilmeleri arasında bir fark
gözetmemektedir. Bu nedenle ekstra düzenlemelere ihtiyaç vardır. Asal eksen-
lerde formülasyonun etkinliği bu aşamada, yani yarı tek taraflı hasar evrimi
formlarının uygulanmasında, sahneye çıkar. Buna göre aktif-pasif hasar evrim
formları çekme gerilmeleri ile tam randımanlı olarak basma gerilmelerinde ise
kısmen çalışmaktadır. Fakat üç boyutlu (3B) bir gerilme durumu için açıktır
ki gerilmenin basma ya da çekme karakteri belirsizdir. Bunun çözümü için
literatürde önerilen metod, spektral ayrım ile asal gerilmelerin tayinidir. Eldeki
formülasyon halihazırda asal eksenlerde olduğundan, aktif-pasif hasar evrimi
için doğal olarak donanmıştır ve ekstra bir çabayı gereksindirmemektedir. Buna
göre elastik birim şekil değiştirme enerjisinin yarı tek taraflı olarak yeniden
formüle edilmesi ile çıkan yapı, Y +, şu şekildedir, Lemaitre ve Desmorat [2005]
ve Andrade Pires et al. [2004],

Y +(τA, D) =
1 + ν

2E (1−D)2
(〈τ1〉2 + 〈τ2〉2 + 〈τ3〉2)−

9ν

2E (1−D)2
〈p〉2

+
h (1 + ν)

2E (1− hD)2
(〈−τ1〉2 + 〈−τ2〉2 + 〈−τ3〉2)

− 9ν h

2E(1− hD)2
〈−p〉2

(57)

Burada, h ∈ [0, 1], kırık kapanma parametresini ifade etmektedir ve çelik için
genellikle 0.2 olarak alınır, Lemaitre [1996]. h = 0 ve h = 1 gibi iki uç noktada
sırası ile tam kırık kapanmalı ve kırık kapanmasız olarak çalışır. Bu çalışmada,
h = 0, kabul edilecektir. Bu durumda,

Y +(τ̃A) =
1 + ν

2E
(〈τ̃1〉2 + 〈τ̃2〉2 + 〈τ̃3〉2)−

9ν

2E
〈p̃〉2 (58)

Başka bir deyişle, asal basma gerilmelerinin hasar evrimine bir katkısı olmadığı
varsayılmaktadır. Bununla birlikte, g = g(D,Y +), kabul edilmekte ve zamana
bağlı değişim tanımları sonuçlandırılmaktadır.



Termodinamik Çatı 14

Üç Değişmezli Hasar Modeli

Orjinal formu, Lemaitre ve Chaboche [1990]’de verilen bir formdur. Buna göre
hasar yarı-bileşke değeri olarak gerilme tensörünün üç değişmezi toplamı kabul
edilmiştir.

Y = α J0(τ ) + β J1(τ ) + (1− α− β) J2(τ ) (59)

Bu değişmezlerden, J0(τ ) maksimum asal gerilme, yani τ1, τ1 > τ2 > τ3, J1(τ )
birinci gerilme değişmezi, 3 p = τ1 + τ2 + τ3 ve son olarak J2(τ ) von Mises
gerilmesini, τeq, ifade etmektedir. Ayrıca α ve β malzemeye ait parametrelerdir.
Yeniden düzenleme ile,

Y = τeq

[
α

τ1

τeq
+ β

p

τeq
+ (1− α− β)

]
(60)

elde edilir. Bu yeni formda β tanımı daha belirgin olarak üç eksenliliğe has-
sasiyet parametresi olarak görülebilir, Lemaitre ve Chaboche [1990]. Bu yapıya
aktif-pasif formlar eklenirse,

τeq =

√
3
2
‖s‖ (61)

Bunu kullanarak,

τeq =

√
3
2

[
(τ1 − p)2 + (τ2 − p)2 + (τ3 − p)2

]
(62)

=

√
3
2

[
(τ1)2 + (τ2)2 + (τ3)2 − 3 p2

]
(63)

ve,

τ+
eq =

√
3
2

[
〈τ1〉2 + 〈τ2〉2 + 〈τ3〉2 − 3 〈p〉2

]
(64)

Y + = α 〈τ1〉+ 3β 〈p〉+ (1− α− β) τ+
eq (65)

tanımlarına ulaşılabilir. Bu hasar evrim formu değişmezlere dayalı olduğundan
izotropiktir. Görülmektedir ki bu hasar evrim formu termodinamik olarak
türetilmemesine rağmen hasarın her zaman pozitif evrimini göz önüne alarak
termodinamiğin ikinci yasasını ihlal etmemektedir.

Üç Eksenli Hasar Modeli

Çok daha basitçe, üç eksenliliğe bağlı bir form da önerilebilir. Bu durumda Y
üç eksenlilik oranı olacaktır,

Y =
〈p̃〉
τ̃eq

(66)
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ve aktif-pasif hasar evrim formları sıradaki denklemi öngörecektir,

Y + =
p̃

τ̃eq
(67)

Sonuçta görülmektedir ki, parametrik olarak farklı hasar bileşke değişkenleri
eşliğinde farklı formlar yakalanabilmektedir. Bu formlar fiziksel gerçeklerle
örtüşen fenomenolojik hasar formlarını teşkil etmektedirler.

Belirtmek gerekir ki, etkin izotropik konfigürasyonlar kullanılarak, ani-
zotropik formlar elde etmek olasıdır. Bu çalışmanın konusu dışına bırakılan bu
konulara dair uygulamalar, Menzel et al. [2002], ve referanslarında bulunabilir.

0.3 Sayısal İmplementasyon

0.3.1 Sonlu Elemanlar Formülasyonu

İlerleyen satırlarda izotropik ve sıcaklıktan bağımsız formların nümerik
çözümlemeleri ele alınmıştır. Notasyonlarda, Doghri [2000]’nin, 14. ve 15.
bölümlerinden faydalanılmıştır.

Kuvvetli ve Zayıf Formlar

Euler formunda lokal hareket denklemi tensör ve indis notasyonu ile şu şekilde
verilebilir,

div σ + ρb = ργ,
∂σij

∂xj
+ ρbi = ργi (68)

Burada σ = J τ Cauchy tipi gerilmeleri, ρ özgül ağırlığı, b bünye kuvvetlerini
ve γ ise ivmeyi temsil etmektedir. div(•) operatör tanımı indis notasyonunda
açıklanmaktadır. Statik analiz için, ivmelenme bileşeni sıfır olacağından, γ = 0,
alınır. Sayısal çözümlerde zayıf formülasyon tercih edilir. Buna göre, yeterli
süreklilikli bir sanal hız alanı, η, seçilir. (Bubnov-) Galerkin yaklaşımının takibi
ile, denklemin her iki tarafı da bu alan ile çarpılır ve güncel konfigürasyonda,
B, entegre edilir, ∫

B
(div σ + ρb) • η dv =

∫
B

ργ • η dv (69)

Sıradaki denklemi kullanarak

div (σ • η) = div (σ) • η + σ : ∇η (70)

ve denklem 69 içine yerleştirerek,∫
B

div (σ • η) dv −
∫
B

σ : ∇η dv +
∫
B

ρb • η dv = (71)∫
B

ργ • η dv (72)
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bulunur. Bu aşamada Gauss teoremini uygularsak,∫
B

div (σ • η) dv =
∫

∂Bσ

n • σ • η da (73)

denklemini buluruz. Burada ∂Bσ gerilme tipi koşulların uygulandığı sınırı ifade
eder. Cauchy gerilmelerinin simetrik olması durumunun empoze edilmesi ve
Cauchy denkleminin, n • σ = t, yerine konulması ile,∫

B
σ : ∇Sη dv −

∫
B

ρb • η dv −
∫

∂Bσ

t • η da = (74)∫
B

ργ • η dv (75)

Sonuç olarak, zayıf formülasyon çıktısı statik koşullar için aşağıda verilen şekilde
elde edilmiş olur,

g(ϕ,η) =
∫
B

σ : ∇Sη dv −
∫
B

ρb • η dv − (76)∫
∂Bσ

t • η da = 0 (77)

Zayıf Formun Doğrusallaştırılması

İç sanal iş için, zayıf formun dϕ yönünde doğrusallaştırılması yani Dg(ϕ,η)•dϕ,
şöyledir,

Dg(ϕ,η) • dϕ =
∫
B
∇Sη : c : ∇Sdϕ dv +

∫
B
∇η • σ • ∇dϕ dv (78)

Denklemin sağındaki ilk terim malzeme rijitliğine aitken ikinci terim geometrik
rijitliği simgeler. c, güncel malzeme tanjantıdır ve türetilmesine ilerleyen
sayfalarda yer verilmiştir. Bu tensörün nümerik olarak tutarlı bir biçimde
türetilmesi yakınsamanın Newton Raphson çözüm metodunun gerektirdiği
ikinci dereceden yakınsaklığa uygun olması açısından önemlidir.

0.3.2 Algoritmik Yapının Oluşturulması

Zaman tn’deki hal değişkenlerinin, (•)n, bilindiği kabul edilmekte ve zaman
∆t = tn+1 − tn içerisindeki şekil değiştirmenin bilinmesi ile zaman tn+1’deki
bilinmeyenlerin, (•)n+1, çözümüne gidilmektedir. Birim şekil değiştirme temelli
bir işlem ile, bir önceki zaman basamağındaki, tn, elastik çekme tensörünü ve
zaman tn+1’deki bağıl deformasyon gradyenini, f T

n+1, kullanarak bir deneme
çekme tensörü tayin edebiliriz,

b e, tri
n+1 = fn+1 • b e

n • f T
n+1 (79)
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Formülasyonlarda kullanılan, e, p ve tri üst indisleri, elastik, plastik ve deneme
manasına gelmektedir. Akma formunun algoritmik olarak yazımı ile,

Lvb
e
n+1 = −2

γ̇n+1

(1−Dn+1)
∂τ̃ φ̃

∣∣∣
n+1

• b e
n+1 (80)

tipik bir zaman basamağı, ∆t, için, ∆γ
.= ∆t γ̇ n+1 , tanımını da kullanarak,

üstel transformasyon yaklaşımını plastik akmanın entegrasyonunda kullanabili-
riz.3

b e
n+1 = exp

[
−2

∆γ

(1−Dn+1)
∂τ̃ φ̃

∣∣∣
n+1

]
• b e, tri

n+1 (81)

b e
n+1, A =

(
λ e

n+1, A

)2, tanımını kullanarak ve formu asal çekmeler cinsinden
ifade ederek,

λ e
n+1, A = exp

[
− ∆γ

(1−Dn+1)
∂φ̃

∂τ̃A

∣∣∣∣∣
n+1

]
λ e, tri

n+1, A (82)

εA = log [λA] ilişkisini kullanarak, iki tarafın da doğal logaritmasını alırsak,

ε e
n+1, A = ε e, tri

n+1, A −
∆γ

(1−Dn+1)
∂φ̃

∂τ̃A

∣∣∣∣∣
n+1

(83)

asal plastik genleme artışlarını tanımlarız,

∆ε p
n+1, A =

∆γ

(1−Dn+1)
∂φ̃

∂τ̃A

∣∣∣∣∣
n+1

(84)

ki bu bize şu formu kazandırır,

ε e
n+1, A = ε e, tri

n+1, A −∆ε p
n+1, A (85)

Deformasyon gradyeninin çarpmalı kinematiğinden küçük deformasyon ve küçük
birim şekil değiştirmeli plastisitenin kanonik toplamalı (bu defa logaritmik gen-
lemelerde) yapısını elde etmek bu noktada kayda değerdir. Asal logaritmik
genleme tanımı ile asal deneme Kirchhoff gerilmelerini ifade edersek,

τ̃ tri
n+1, A = H log [Jn+1] + 2µ ε̄ e, tri

n+1, A (86)

güncel etkin asal Kirchhoff gerilmelerini elde edebiliriz,

τ̃n+1, A = H log [Jn+1] + 2µ ε̄ e
n+1, A (87)

Bu gerilmelerin Cauchy tipindeki tanımlarını bulmak basittir, σ̃ tri
n+1, A =

τ̃ tri
n+1, A/Jn+1, σ̃n+1, A = τ̃n+1, A/Jn+1. Dikkat edilmesi gereken husus, plas-

tik sıkıştırılamazlıkla birlikte, dilatasyonarın sadece elastik olabilmesidir, yani
3Üstel transformasyon yaklaşımı doğrusal kısmi diferansiyel denklemlerin analitik

çözümünde kullanılan metoddur. Metodun türetilmesine eklerde yer verilmiştir.
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J e
n+1 = J e, tri

n+1 = Jn+1. Bu ilişkileri kullanarak plastik-hasar düzeltimli ger-
ilmeleri tanımlayabiliriz,

τ̃n+1, A = τ̃ tri
n+1, A − 2µ

∆γ

(1−Dn+1)
∂φ̃

∂τ̃A

∣∣∣∣∣
n+1

(88)

Daha önce J2 plastisitesi için verilmiş yapıyı kullanarak,

∂φ̃

∂τ̃A

∣∣∣∣∣
n+1

= nn+1, A (89)

aşağıdaki formu elde ederiz,

s̃n+1, A = s̃ tri
n+1, A − 2µ

∆γ

(1−Dn+1)
(90)

Sayılların, yani α ve D, entegrasyonu daha kolaydır ve θ ile parametrize edilmiş
bir grup genelleştirilmiş orta-nokta entegrasyonu ailesi şeklinde ifade edilebilir-
ler. Bu formlar, θ = 1/2 için, ikinci dereceden kesinlik taşırlar, Mathews ve
Fink [1999],

αn+1 = αn + ∆t α̇n+θ, burada α̇n+θ = (1− θ) α̇n + θ α̇n+1 (91)

ve

Dn+1 = Dn + ∆t Ḋn+θ burada Ḋn+θ = (1− θ) Ḋn + θ Ḋn+1 (92)

Birinci dereceden kesinlikli ve koşulsuz stabil tersine Euler metodu hesaplamalı
plastisitede eşlenik plastik birim şekil değiştirmelerin entegrasyonunda oldukça
etkilidir, Jirásek ve Bažant [2001]. Bütünlüğün sağlanması adına, bu çalışmada
hasarın entegrasyonunda da aynı metod uygulanacaktır,

αn+1 = αn + ∆t α̇n+1, Dn+1 = Dn + ∆t Ḋn+1 (93)

Buna göre izotropik pekleşme birim şekil değiştirme tipi değişken ile, αn+1,
hasarın, Dn+1, entegrasyonu şöyle ifade edilebilir,

αn+1 = αn +

√
2
3

∆γ (94)

Dn+1 = Dn + ∆γ gn+1 (95)

burada gn+1
.= g(Dn+1, Y

d,+
n+1).

Viskoz Düzenlemeli Algoritmik Formlar

Sıralanan formların viskoz düzenlemeli formlar şu şekilde verilebilir. Akma ku-
ralı tanımı ile başlanarak,

Lvb
e
n+1 = −2

1
(1−Dn+1)

〈φ̃〉
η

nn+1 • b e
n+1 (96)
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Tipik bir zaman aralığı, ∆t, için,

∆γvp .= ∆t γ̇vp
n+1, burada γ̇vp

n+1 =
〈φ̃〉
η

(97)

geçerlidir. Asal logaritmik viskoplastik birim şekil değiştirme artışlarının,
∆ε vp

n+1, A, tanımı şöyledir,

∆ε vp
n+1, A =

∆γvp

(1−Dn+1)
nn+1, A (98)

bununla beraber,

ε e
n+1, A = ε e, tri

n+1, A −∆ε vp
n+1, A (99)

Deviyatorik Kirchhoff gerilmelerinin tanımına ulaşırız,

s̃n+1, A = s̃ tri
n+1, A − 2µ

∆γvp

(1−Dn+1)
nn+1, A (100)

Eşlenik plastik genlemelerin integrasyonu,

αn+1 = αn +

√
2
3

∆γvp , burada ∆γvp = 〈φ̃n+1〉
∆t

η
(101)

ve hasar integrasyonu ile denklem setimizi tamamlarız,

Dn+1 = Dn + ∆γvp gn+1 (102)

Yukarıda verilen formlarda üst simge, vp, viskoplastisiteyi betimler.

0.3.3 Eşzamanlı Çözüm Yaklaşımı

Bu bölümde öncelikle tüm denklem setinin oluşturulması ve çözülmesinde
takip edilecek yollar ele alınacaktır. Sonra sırası ile denklem sayısı ikiye ve
teke indirgenecek ve sistem basitleştirilecektir. Bu amaç için güncel zamanda
tanımlanmış akma fonksiyonu şu şekilde verilebilir,

φ̃n+1
.= ‖s̃n+1‖ −

√
2
3

y (qn+1) = 0 (103)

Burada ‖•‖ tensör normunu ifade etmektedir.

Tam Denklem Seti

Tüm denklemler kalıntı biçiminde derlenirse,

rn+1 =



s̃n+1, A − s̃ tri
n+1, A + 2µ ∆γ

(1−Dn+1)
nn+1, A

αn+1 − αn −
√

2
3 ∆γ

qn+1 −K ′ (αn+1)

φ̃n+1
.= ‖s̃n+1‖ −

√
2
3 y (qn+1)

Dn+1 −Dn −∆γ gn+1


(104)
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elde edilir. Burada rn+1 = 0. Bu yedi denklem yedi bilinmeyenin, ki bunlar
sırası ile s̃n+1, A (A = 1, 2, 3), ∆γ , Dn+1, αn+1, qn+1, bulunmasında kul-
lanılacaktır. Doğrusal olmayan bu denklem seti standart Newton-Raphson
metodu ile çözülebilir, fakat öncelikle çeşitli manüpülasyonlarla problemin
basitleştirilme olasılıkları üzerinde durulacaktır.

Viskoz düzenleme denklem grubu da şu şekilde verilebilir,

rn+1 =



∆γvp −
{
‖s̃n+1‖ −

√
2
3 y (qn+1)

}
∆t
η

s̃n+1, A − s̃ tri
n+1, A + 2µ ∆γvp

(1−Dn+1)
nn+1, A

αn+1 − αn −
√

2
3 ∆γvp

qn+1 −K ′(αn+1)
Dn+1 −Dn −∆γvp gn+1


(105)

Simó Taylor Tipi İndirgenmiş Denklemler

Simó ve Taylor [1985]’i takip ederek, denklemler seçilen akma fonksiyonu için,
s̃n+1, A = ‖s̃n+1‖ nn+1, A, tanımı yerine konularak indirgenebilir.

‖s̃n+1‖ nn+1, A =
∥∥s̃ tri

n+1

∥∥ n tri
n+1, A − 2µ

∆γ

(1−Dn+1)
nn+1, A (106)

Takip eden denklem kullanılarak,(
‖s̃n+1‖+ 2µ

∆γ

(1−Dn+1)

)
nn+1, A =

∥∥s̃ tri
n+1

∥∥ n tri
n+1, A (107)

ve spektral ayrımdan doğan, nn+1 ≡ n tri
n+1, durumu da değerlendirilerek,

n tri
n+1, A mtri, A

n+1 = nn+1, A mA
n+1 (108)

elde edilir. Bunun yanısıra mtri, A
n+1 ≡ mA

n+1 ve nn+1, A ≡ n tri
n+1, A kullanılarak,

‖s̃n+1‖+ 2µ
∆γ

(1−Dn+1)
=

∥∥s̃ tri
n+1

∥∥ (109)

ve pekleşme fonksiyonu ile birlikte,

y = τ0 + K̃ ′(αn +

√
2
3

∆γ ) (110)

gerekli modifikasyonlar uygulanarak sıradaki ikiye indirgenmiş denklem seti elde
edilir,

rn+1 =

{ √
2
3 {τ0 + K(αn +

√
2
3 ∆γ )} −

∥∥s̃ tri
n+1

∥∥ + 2µ ∆γ
(1−Dn+1)

Dn+1 −Dn −∆γ gn+1

}
(111)
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burada rn+1 = 0. Bilinmeyenler, yani ∆γ ve Dn+1, yediden ikiye düşürülmüştür.
Bu denklem sisteminin çözümünde standard Newton-Raphson metodu kul-
lanılacaktır. Kalıntı formunun bileşenlerini r1, n+1 ve r2, n+1 olarak ad-
landırırsak, bunların doğrusallaştırılmış şekilleri şu şekilde verilebilir,{

dr1, n+1

dr2, n+1

}
=

[
∂∆γ r1, n+1 ∂Dn+1r1, n+1

∂∆γ r2, n+1 ∂Dn+1r2, n+1

]
•

{
d∆γ

dDn+1

}
(112)

Yukarıdaki denklem kısaca, drn+1 = Drn+1 • dκn+1 notasyonu ile ifade
edilebilir. Bununla birlikte Dr−1

n+1 • drn+1 = dκn+1 bulunur. κn+1çözümü ise
şu tekrarlamalı sistemle sağlanır,

κ
(k+1)
n+1 = κ

(k)
n+1 − δ(k) Dr

−1, (k)
n+1 • r

(k)
n+1 (113)

Burada, δk ∈ (0, 1], doğru-arama parametresidir. Bu form açık olarak şu şekilde
yazılabilir,{

∆γ (k+1)

D
(k+1)
n+1

}
=

{
∆γ (k)

D
(k)
n+1

}
− δ(k)

∆(k)
n+1

[
(∂Dn+1r2, n+1)(k) −(∂Dn+1r1, n+1)(k)

−(∂∆γ r2, n+1)(k) (∂∆γ r1, n+1)(k)

]
•

{
r
(k)
1, n+1

r
(k)
2, n+1

}(114)

Burada, ∆(k)
n+1 = det[Dr

(k)
n+1], yerel tanjant operatörü yerine geçen, Jacobian de-

terminantıdır. Algoritmik olarak tutarlı elastoplastik tanjantın elde edilmesinde
global iteratif formlarda aşağıdaki türevler kullanılacaktır, Borja et al. [2003],{

d∆γ
dDn+1

}
= − 1

∆n+1

[
∂Dn+1r2, n+1 −∂Dn+1r1, n+1

−∂∆γ r2, n+1 ∂∆γ r1, n+1

]
•

{
dr1, n+1

dr2, n+1

}
(115)

Burada ∆n+1 = det[Drn+1]’dır. Aşağıda listelenen Jacobian bileşenlerinin
tayini bu noktada esastır.

∂∆γ r1, n+1 =
2
3

K ′′(αn+1) + 2µ
1

(1−Dn+1)
(116)

∂Dn+1r1, n+1 = 2µ
∆γ

(1−Dn+1)2
(117)

∂∆γ r2, n+1 = −gn+1 + ∆γ ∂∆γ gn+1 (118)
∂Dn+1r2, n+1 = 1−∆γ ∂Dn+1gn+1 (119)

burada K ′′(α) = ∂2
α2K(α). Türetmelere ait detaylar ekte yer almaktadır. Algo-

rita KUTU 2’de özetlenmiştir. Viskoz düzenlemeli formlar aynı veriler ışığında
kolaylıkla elde edilebilir.
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KUTU 1. Elastik kestirim

1. Veri x ∈ B
be

n, αn, Dn

2. Verilen, Fn+1, bağıl deformasyon gradyanını hesapla
fn+1 = Fn+1 • F−1

n

3. Elastik kestirimi hesapla

b e, tri
n+1 = fn+1 • b e

n • f T
n+1

λ e, tri
n+1, A = (b e, tri

n+1, A)1/2

τ̃ tri
n+1, A = p̃n+1 + s̃ tri

n+1, A

p̃n+1 = H log [Jn+1]
s̃ tri

n+1, A = 2µ ε̄ e, tri
n+1, A
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KUTU 2. Eşzamanlı çözüm için 2 aşamalı lokal integrasyon
(Elastik kestirim-plastik/hasar düzeltimi tipi algoritma)

1. KUTU 1’i gerçekleştir. (Elastik kestirim)
2. Efektif Kirchhoff uzayında plastik-hasar yüklemesini kontrol et,

φ̃tri
n+1 = {(s̃tri

n+1, 1)
2 + (s̃tri

n+1, 2)
2 + (s̃tri

n+1, 3)
2}1/2 −

√
2
3
{τ0 + K(αn)}

EĞER φ̃tri
n+1 ≤ 0 İSE

Set (•)n+1 = (•)tri
n+1, ÇIK. (Elastik basamak)

DEĞİLSE
3.’e GİT (Plastik-hasar düzeltimi)

SORGU SONU
3. Plastik çarpanı ve hasarı bul, ∆γ (0) = 0, D

(0)
n+1 = Dn

{
∆γ (k+1)

D
(k+1)
n+1

}
=

{
∆γ (k)

D
(k)
n+1

}
− δ(k)

∆(k)
n+1

[
(∂Dn+1r2, n+1)(k) −(∂Dn+1r1, n+1)(k)

−(∂∆γ r2, n+1)(k) (∂∆γ r1, n+1)(k)

]
•

{
r
(k)
1, n+1

r
(k)
2, n+1

}

bununla birlikte,

(Y d,+)(k) =
1 + ν

2E
(〈τ̃ (k)

n+1, 1〉2 + 〈τ̃ (k)
n+1, 2〉2 + 〈τ̃ (k)

n+1, 3〉2)−
9ν

2E
〈p̃n+1〉2

4. Etkin gerilmeleri hesapla,

s̃n+1, A = s̃ tri
n+1, A − 2µ

∆γ

(1−Dn+1)
s̃ tri

n+1, A∥∥s̃ tri
n+1

∥∥
αn+1 = αn +

√
2
3

∆γ

5. Homojenize toplam Kirchhoff gerilmelerini bul,

τn+1, A = (1−Dn+1) (s̃n+1, A + p̃n+1)

6. Orta konfigürasyonu güncelle,

b e
n+1, A = J

2
3 exp

[
s̃n+1, A

µ

]
, öyle ki b e

n+1 =
3∑

A=1

b e
n+1, A mtri, A

n+1
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İndirgenmiş Tek Denklemli Çözüm

de Souza Neto [2002] takip edilerek denklemlerin teke indirilmesi de olasıdır.
Burada Dn+1’in ∆γ cinsinden ifade edilebilmesi kullanılmaktadır,

Dn+1(∆γ ) = 1− 2µ∆γ
1∥∥s̃ tri

n+1

∥∥−√
2
3 {τ0 + K̃ ′(αn +

√
2
3 ∆γ )}

(120)

Buna göre, elde edilen form önceki buluntularda kullanılarak aşağıdaki doğrusal
olmayan denklem elde edilir,

Dn+1(∆γ )−Dn −∆γ g(Dn+1(∆γ ), Yn+1(∆γ )) = 0 (121)

ve sadece ∆γ bilinmeyeni için çözülür.

0.3.4 Basamaklı Çözüm Yaklaşımı

Plastik-hasar düzeltimi aşaması basamaklı biçimde eşlenmesiz olarak ele
alınabilir. Bu durumda öncelikle donmuş hasar durumunda plastik akma hesa-
planacak sonra sabit plastik birim şekil değiştirmelerle hasar çözümlenecektir.
Sonuçta elde edilen üç basamaklı bir formdur ve, elastik kestirim, plastik
düzeltim ve hasar zayıflatımı basamaklarından oluşur. Bu tip bir algoritma eş
zamanlı sağlanması gereken denklem sayısı düştüğünden sayısal olarak oldukça
karlıdır.

Denklemleri basamaklı biçimde çözmek için öncelikle plastisite ve hasar
eşlenmesi ortadan kaldırılır. Buna göre sabit hasar altında plastik akma şu
şekilde verilir,

rn+1 =


s̃n+1, A − s̃ tri

n+1, A + 2µ ∆γ
1−Dn

nn+1, A

αn+1 − αn −
√

2
3 ∆γ

qn+1 − K̃ ′(αn+1)

φ̃n+1
.= ‖s̃n+1‖ −

√
2
3 y (qn+1)

 (122)

burada rn+1 = 0. Çözülmesi gereken altı denklem ve altı bilinmeyen
sözkonusudur. Bunlar sırası ile t̃n+1, A, ∆γ , αn+1, qn+1 olarak verilebilir.
Hasar zayıflatması aşamasında ise hasar sabit plastik akma altında entegre
edilecektir,

Dn+1 −Dn −∆γ gn+1 = 0 (123)

ve denklem sadece Dn+1 için çözülecektir. Denklemlerin önceden verilen metod-
larla indirgenmesi ile sıradaki basit formlar elde edilebilir,

rn+1 =

{ √
2
3 {τ0 + K̃ ′(αn +

√
2
3 ∆γ )} −

∥∥s̃ tri
n+1

∥∥ + 2µ ∆γ
1−Dn

Dn+1 −Dn −∆γ gn+1

}
= 0 (124)
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Doğrusallaştırılmış formlar ise şunlardır,{
dr1, n+1

dr2, n+1

}
=

[
∂∆γ r1, n+1 0

0 ∂Dn+1r2, n+1

]
•

{
d∆γ

dDn+1

}
(125)

İteratif yaklaşımla sırayla önce plastisite,

∆γ (k+1) = ∆γ (k) − δ(k)

(∂∆γ r1, n+1)(k)
r
(k)
1, n+1 (126)

sonra da hasar çözümlenir,

D
(m+1)
n+1 = D

(m)
n+1 −

δ(m)

(∂Dn+1r2, n+1)(m)
r
(m)
2, n+1 (127)

Gerekli türevler, aşağıdaki formlar kullanılarak bulunur,{
d∆γ

dDn+1

}
=

[
1

∂∆γ r1, n+1
0

0 1
∂Dn+1r2, n+1

]
•

{
dr1, n+1

dr2, n+1

}
(128)

Algoritmik yapının özeti KUTU 3’te verilmektedir.
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KUTU 3. Basamaklıçözüm için 3 aşamalı lokal integrasyon
(Elastik kestirim-plastik düzeltim-hasar zayıflatımı tipi algoritma)

1. KUTU 1’i gerçekleştir. (Elastik kestirim)
2. Efektif Kirchhoff uzayında plastik-hasar yüklemesini

φ̃tri
n+1 = {(s̃tri

n+1, 1)
2 + (s̃tri

n+1, 2)
2 + (s̃tri

n+1, 3)
2}1/2 −

√
2
3
{τ0 + K(αn)}

EĞER φ̃tri
n+1 ≤ 0 İSE

Eşitle (•)n+1 = (•)tri
n+1, ÇIK. (Elastik basamak)

DEĞİLSE
3.’e GİT 3. (Plastik düzeltim)

SORGU SONU
3. Plastikçarpanı bul, ∆γ (0) = 0

∆γ (k+1) = ∆γ (k) − δ(k)

(∂∆γ r1, n+1)(k)
r
(k)
1, n+1

4. Efektif Kirchhoff gerilmesini düzelt,

s̃n+1, A = s̃ tri
n+1, A − 2µ

∆γ

(1−Dn)
s̃ tri

n+1, A∥∥s̃ tri
n+1

∥∥
αn+1 = αn +

√
2
3

∆γ

5. Güncel hasarı bul D
(0)
n+1 = Dn

Y d,+ =
1 + ν

2E
(〈τ̃n+1, 1〉2 + 〈τ̃n+1, 2〉2 + 〈τ̃n+1, 3〉2)−

9ν

2E
〈p̃n+1〉2

D
(m+1)
n+1 = D

(m)
n+1 −

δ(m)

(∂Dn+1r2, n+1)(m)
r
(m)
2, n+1

6. Homojenize toplam Kirchhoff gerilmelerini bul,

τn+1, A = (1−Dn+1) (s̃n+1, A + p̃n+1)

7. Orta konfigürasyonu güncelle.

b e
n+1, A = J

2
3 exp

[
s̃n+1, A

µ

]
, öyle ki b e

n+1 =
3∑

A=1

b e
n+1, A mtri, A

n+1

0.3.5 Algoritmik Olarak Tutarlı Malzeme Tanjantı

Bu bölümde gerilmelerin logaritmik birim şekil değiştirmelere olan has-
sasiyetinin türetilmesine yer verilmektedir. Bu Newton-Raphson algoritmasının
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ikinci dereceden yakınsamasını sağlamaktadır. Sürekli ortamlar mekaniğinde
elde edilen malzeme tanjantı ile algoritmik malzeme tanjantı arasındaki fark
için Simó ve Taylor [1985]’a bakılabilir.

Güncel elasto-plastik-hasar tanjantı şu şekilde tanımlanır, Simó [1992],

cijkl = 2 FiI FjJ FkK FlL
∂SIJ

∂CKL
(129)

t = tn+1’de gerilme tensörünün spektral ayrımı yapılırsa,

τn+1 =
3∑

A=1

τn+1, A mtri, A
n+1 , burada mtri, A

n+1 = νtri, A ⊗ νtri, A (130)

efektif gerilme tanımı ile birlikte homojenize gerilmeler τn+1 = (1−Dn+1) τ̃n+1

ile tanımlanır. Buna göre asal gerilme uzayında algoritmik malzeme tanjantı,
c, şu şekilde formüle edilir,

c =
∂ τn+1

∂ ε e, tri
n+1

=
3∑

A=1

3∑
B=1

aepd
n+1, AB mtri, A

n+1 ⊗mtri, B
n+1 + 2

3∑
A=1

τn+1, Aĉtri,A
n+1 (131)

Burada ĉtri,A
n+1 , spektral yönlerin rotasyonunu vermektedir ve malzemeye bağlı

olmaksızın bir tek kere türetilmesi yeterlidir, Simó ve Taylor [1991] ve Simó
[1992]. Denklem (131)’de, aepd

n+1, AB , 3 × 3’lük elasto-plastik-hasar algoritmik
modülünün bileşenlerini ifade eder, ve şu şekilde tanımlanabilir,

aepd
n+1, AB =

∂τn+1, A

∂εtri
n+1, B

(132)

Etkin gerilme tanımı kullanılarak, denklem (132) yeniden düzenlenirse,

aepd
n+1, AB =

∂[(1−Dn+1) τ̃n+1, A]
∂εtri

n+1, B

(133)

elde edilir. Deviyatorik ve hacimsel gerilme ayrımı kullanılarak,

aepd
n+1 = aepd, vol

n+1 + aepd, dev
n+1 (134)

bulunur. Aşağıdaki bileşenlerle beraber,

aepd, vol
n+1, AB = (1−Dn+1) H −H ln[Jn+1]

∂Dn+1

∂εtri
n+1, B

(135)

sıradaki tanım elde edilir.

aepd, dev
n+1, AB = 2µ

{
(1−Dn+1) δdev

AB

− nn+1, A

{ ∂∆γ

∂εtri
n+1, B

+
∆γ

(1−Dn+1)
∂Dn+1

∂εtri
n+1, B

}
−∆γ

2µ∥∥s̃ tri
n+1

∥∥ {δdev
AB − nn+1, A nn+1, B

}}
− s̃n+1, A

∂Dn+1

∂εtri
n+1, B

(136)
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Burada kullanılan tanımlar,

δdev
AB = δAB − 1

3
=

{
2/3, if A = B;

−1/3, else. (137)

ve

3∑
C=1

εtri
n+1, C = ln[Jn+1] (138)

dır. ∂∆γ /∂εtri
n+1, B ve ∂Dn+1/∂εtri

n+1, B , yapıları daha önce değinilen yerel tan-
jantlar kullanılarak bulunacaktır,

∂∆γ
∂εtri

n+1, B
∂Dn+1

∂εtri
n+1, B

 = − 1
∆n+1

[
∂Dn+1r2, n+1 −∂Dn+1r1, n+1

−∂∆γ r2, n+1 ∂∆γ r1, n+1

]
•


∂r1, n+1

∂εtri
n+1, B

∂r2, n+1

∂εtri
n+1, B

(139)

Hasarla eşlemesiz durumlarda, denklemler (135) ve (136) aşağıdaki biçime in-
dirgenir,

aepd, vol
n+1, AB = H (140)

ve,

aepd, dev
n+1, AB = 2µ

{
δdev
AB − nn+1, A

∂∆γ

∂εtri
n+1, B

−∆γ
2µ∥∥s tri
n+1

∥∥ {δdev
AB − nn+1, A nn+1, B

}} (141)

elde edilir. Burada,

∂∆γ

∂εtri
n+1, B

=
2µnn+1, B

2
3 K ′′(αn+1) + 2µ

(142)

Elde edilen bu form, Simó [1992]’da sonlu plastisite için türetilen denklemlerle
aynıdır.

0.4 Yapının Yerel Olmayan Eklentilerle Zengin-
leştirilmesi

Malzemelerin yumuşama rejimlerinde sayısal modellenmeleri çeşitli zorluk-
lara neden olmaktadır. Bu zorlukların başında çözümün tekil olmaması ve
ağa bağlılığı başta sayılabilir. Bu davranışın sağaltımında lokal olmayan
formülasyonlar gereklidir. Konu hakkındaki formüllerin sıralanmasından önce
literatürde sıkça işlenen bir boyutlu (1B) bir problem irdelenecektir. Bu prob-
lemde küçük birim şekil değiştirmeler kabul edilmiş ve doğrusal yumuşayan
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Tablo 1: 1B çekme altındaki bara ait malzeme parametreleri
Parametre Sembol Büyüklük Birim
Elastisite modülü E 20000.0 MPa
Poisson oranı ν 0.3
Akma gerilmesi σ0 100.0 MPa
Pekleşme modülü h -1000.0

bir malzeme modeli seçilmiştir. Malzemeye ait parametreler Tablo 1’de
verilmektedir.

Şekil 1’de verildiği gibi, 1.0 mm uzunluğunda bir bar sağ ucundan toplam
0.1 mm’lik bir deplasmanla çekilmektedir. Tam orta kesitte alan 0.001 mm2

tanımlanırken diğer tüm yerlerde 0.0011 mm2’dir. Sistem, sırası ile 1, 3, 5, 9,
15 ve 19 sonlu elemana bölünmüş ve yük-yer değiştirme grafikleri çizilmiştir.

Şekil 1: 1B çubuk problem geometrisi ve sınır koşulları

Şekil 2 göstermektedir ki, eleman sayısı arttıkça yük-yer değiştirme davranışı
elastik yük boşaltmaya doğru bir seyir takip etmektedir. Bu çatallaşma
çözümün tekilliğini engeller.

Şekil 2: Ağa bağlı değişim gösteren yük-yer değiştirme diyagramları

Şekil 3, genlemelerin de ağa bağlı olarak, yakınsama gözetmeksizin, artan
bir değerle merkezi elemana lokalize olduğunu göstermektedir.

Bu anomali viskoz düzenleme, yerel olmayan gradyen ve entegral metod-
lar gibi yöntemlerle sağaltılabilir. Viskoz düzenlemenin en basit kullanımına
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Şekil 3: Ağa bağlı yerelleşmiş olan birim şekil değiştirmeler, ∆ u=0.0064 mm

örnek olarak Reckwerth ve Tsakmakis [2003] verilebilir. Bu çalışmada visko-
plastisitenin hasar davranışını da düzenleyeceği ileri sürülmüştür. Bunu hem
hasar hem de plastisite evrim denklemlerinin aynı çarpanla tayin edilmesine
bağlayabiliriz. Viskoz düzenleme konusunda daha geniş bir çalışma için okur
Wang et al. [1997]’ye yönlendirilmektedir.

Yerel olmayan metodlar temelde probleme yerelleşme bölgesinin genişliğini
de belirleyen bir uzunluk ölçütü katarlar. Yerel olmayan formülasyonların
avantajı kabaca iki çeşittir, Jackiewicz ve Kuna [2003]. İlki fiziksel nedenler-
den kaynaklanır. Bu sayede mikro-yapısal etkileşimler belirli bir etki alanı
içerisinde sözkonusu olmaktadır. Termodinamiğin yerel formülasyonlarında,
bir noktaya ait termodinamik durum sadece o noktaya ait içsel değişkenlere
bağlanırken, yerel olmayan formlarda bahsi geçen etkileşimler bir anlamda
hesaba katılabilmekte noktaya ait termodinamik veri çevresel noktalardan da
etkilenmektedir. İkinci ve daha belirgin avantaj nümerik olandır. Ovalliğin
kaybolması ile meydana gelen ağ bağlılığı ve yerelleşme sorunları bu şekilde
sağaltılır ve sayısal olarak anlamlı sonuçlar elde edilir. Yerel olmayan formlar
integral ortalamalı ya da yüksek gradyenli olarak formüle edilebilir, Borino
et al. [2003]. Her iki formun denkliği, Mediavilla [2005]’da gösterilmektedir.
Bu çalışmada integral metod kullanılmıştır. Bu metod hasara ait artışın bir
uzunluk ölçütü dahilinde yumuşatılmasına dayanır. Kullanılan algoritmik
yapılar, Drabek ve Böhm [2005], Drabek ve Böhm [2006] ve Drabek [2005]’te
detaylı olarak yer almaktadır.
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0.4.1 Entegral Ortalama ile Düzenleme

Konu hakkında daha geniş bir uygulama için Bažant ve Jirásek [2002]’a
başvurulabilir. Hali hazırdaki formlar Drabek [2005]’e dayanmaktadır. Orjinal
uygulamalarında formlar Rousselier modeli için ABAQUS içine implement
edilmiştir. Bu çalışmada ise aynı formlar MSC MARC içerisine farklı hasar
modelleri esas alınarak adapte edilmektedir. Buna göre hasar artışının yerel
olmayan bileşeni yerel artışın ortalama değeri ile bulunur,

∆DNL(x) =
1

W (x)

∫
V

∆DL(y)w(x,y, L)dV (143)

Burada W (x) and w(x,y, L) sırası ile normalizasyon faktörü ve yumuşatma
fonksiyonudur. Ayrıca altsimgeler L ve NL sırası ile yerel ve yerel olmayan
değişkenleri ifade eder. Yumuşatma fonksiyonu yerelleşme limitleyicisi gibi işler
ve işlem alanını uzunluk ölçütü ile daha önceden belirlenmiş bir alana konsantre
eder. Normalizasyon faktörü sırada verilen çekirdek fonksiyonla tanımını bulur,

W (x) =
∫

V

w(x,y, L)dV (144)

Bu fonksiyon için literatürde farklı formlar önerilmiştir. Bunlara örnek
olarak Gauss dağılımı ve çan eğrisi verilebilir. Bu çalışmada bahsi geçen taban
çalışmalarında kullanılan şu form kullanılacaktır,

w(x,y, L) =

 1

1 +
(
‖x−y‖

L

)8


2

(145)

Burada ‖x − y‖, x ve y ile ifade edilen iki nokta arasındaki vektörün Öklit
normunu ifade eder. 2L içsel uzunluk ölçütüdür ve malzeme parametresi olarak
geçer. Gauss formu şu şekilde verilir,

w(x,y, `) = exp
[
−ndim(‖x− y‖)2

2`2

]
, ndim = 1, 2, 3 (146)

Burada ` Gauss dağılım parametresidir. Bu etki yarıçapı ile şu şekilde ilintilidir,
Jirásek [2006].

` =

 L/
√

7, eğer ndim = 1;
L/2, eğer ndim = 2;
L/
√

3, eğer ndim = 3.
(147)

Son olarak çan eğrisi fonksiyonu şöyledir

w(x,y, L) =
[
1− (‖x− y‖)2

L2

]2

(148)
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Şekil 4: Ağırlık fonksiyonlarının dağılımları

Etki alanı dışında bir etki gözlemlemek sözkonusu olmadığından tüm bu çekirdek
fonksiyonların tanımları buna göre sınırlandırılır. Fonksiyonlara ait dağılımsal
yapı Şekil 4’de verilmektedir.

3B uygulamada yerel olmayan ortalama çapı uzunluk ölçütü tarafından be-
lirlenen belli bir küresel hacimde gerçekleştirilir. Buna göre anlamlı sonuçlar
elde edebilmek ve metodu işler kılmak için sonlu elemanlar metodunda seçilen
eleman boyutlarının uzunluk ölçütünden küçük olması ya da en azından azami
bu ölçüde olması temin edilmelidir. Bu yapı altyordam olarak varolan çatıya
eklemlenmiştir.

0.5 Uygulama Problemleri

Geliştirilen formülasyonlar ticari sonlu elemanlar programı MSC MARC için
kullanıcı altyordamları şeklinde implement edilmiştir. İmplement edilen kod ko-
layca yeni hasar modelleri ve plastisite denklemleri ile genişletilebilir haldedir.
Seçilen simülasyonlarda karşılaştırılmaların yapılabilmesi adına ileriye çubuk
akıtma dışında Lemaitre tipi model, ileriye çubuk akıtmada ise üç eksenli hasar
modeli kullanılmıştır. Plastisite pekleşmesi için literatürde sıkça kullanılan
satürasyon tipi pekleşme formu seçilmiştir.

Burada değinilmesi gereken hususlardan biri de geliştirilen altyordamın hal-
ihazırda bir çok eşleşmesiz kırılma kriterini de içerecek şekilde ele alındığıdır.

0.5.1 Eksenel Simetrik Çubuğun Boyun Vermesi

Model Tanımı ve Motivasyon

Bu ilk problem literatürde oldukça sık kullanılan ve dokümante edilmiş bir prob-
lemdir, Steinmann et al. [1994], Simó [1992]. Problemde kullanılan çubuğun
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Tablo 2: Eksenel simetrik barın malzeme parametreleri
Parameter Sembol Değer Birim
Sıkıştırılabilirlik müdülü H 164.206 GPa
Kayma modülü µ 80.1938 GPa
Doğrusal pekleşme K 0.12914 GPa
Satürasyon gerilmesi K∞ 0.715 GPa
Akma gerilmesi K0 0.450 GPa
Satürasyon parametresi δ 16.93 -
1. Hasar parametresi a0 0.0 -
2. Hasar parametresi a1 200.0 -
3. Hasar parametresi a2 0.0 -
4. Hasar parametresi S 1.0 -
5. Hasar parametresi q 0.0 -

toplam uzunluğu 53.334 yarıçapı ise 6.413’tür. Boyun vermeyi tetiklemek
adına merkezi kesit alanı uçların %98.2’i kadar olacak şekilde doğrusal olarak
alan azaltımına gidilmiştir. Bu sayede boyun vermenin her kesitte potansiyel
olarak oluşabileceği bir çatallaşma problemi, limit yük problemine çevrilmiştir,
Ibrahimbegović [1999]. Modellenen çeyreğin sınır koşulları ve model geometrisi
Şekil 5’te verilmektedir.

Şekil 5: Ekselen simetrik olarak modellenmiş çeyreğin sınır koşulları ve ge-
ometrisi

Kullanılan malzeme parametreleri Steinmann et al. [1994]’dan alınmıştır.
Bunlar Tablo 2’de özetlenmektedir.
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Sonuçlar

Problem hasarla eşleşmiş ve eşleşmemiş koşullarda 20x10’luk (20 eleman uzun-
luk, 10 eleman ise yarıçap yönünde) Şekil 6’da görülen bir sonlu elemanlar ağı
kullanılarak modellenmiştir.

Şekil 6: 20x10 eksenel simetrik ağ

Şekil 7’da verilen yük-yer değiştirme eğrilerinden de görüleceği gibi hasarla
eşleşmiş analizde yükleme daha keskin biçimde düşmektedir. Bu sonuçlar Stein-
mann et al. [1994] ile uyumludur. Üç eksenlilik etkisinin de barındırıldığı mevcut
çalışmada hasarla eşleşmiş durum daha kritik sonuçlar doğurmaktadır.

Şekil 7: Hasarla eşleşmiş ve eşleşmemiş analizler için yük-yer değiştirme eğrileri

Yerelleşmiş hasar dağılımı Şekil 8’de yer almaktadır. Görüldüğü gibi
bu yerelleşmenin merkezi bir karakteri vardır ki bu deneysel verilerle uyum
içerisindedir. Deneylerde sünek kırılmalar merkezden başlayan bir yapı izler.

Hasarla eşlemeli ve eşlemesiz analizler için eşlenik plastik birim şekil
değiştirme dağılımı Şekil 9’de verilmektedir. Steinmann et al. [1994]’dan
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Şekil 8: Hasar dağılımı, ∆u=5.8752

farklı olarak hasar ve eşlenik plastik birim şekil değiştirme dağılımları kon-
umlandırmaları aynı yerlerde konsantre olmamaktadır. Bunun nedeninin
üç eksenliliğe dayalı olan mevcut form olduğu açıktır. Üç eksenlilik hasar
oluşumunu ivmelendirmektedir.

Şekil 9: Eşlenik plastik birim şekil değiştirme dağılımları, (üst) hasarla eşleşmiş
model, (alt) hasarla eşleşmemiş model, ∆u=5.8752

Deforme olmuş ağ yapısı da dikkate değer sonuçlardan biridir. Şekil 10’da
verildiği gibi hasarlı analizde yarıçap şekil değiştirmesi ve incelmesi hasara dayalı
zayıflama ile birlikte beklenildiği gibi daha fazladır.



Uygulama Problemleri 36

Şekil 10: Deforme olmuş ağlar (üst) hasarla eşleşmiş model, (alt) hasarla
eşleşmemiş model, ∆u=5.8752

0.5.2 Düzlem Birim Şekil Değiştirmede Çekme ile Yerelleşme
Problemi

Model Tanımı ve Motivasyon

Bu örnek problem de Steinmann et al. [1994]’te bulunabilir. Düzlem birim
şekil değiştirme koşullarında meydana gelen çekme testlerinde kayma bant-
larının oluşumunu incelenmektedir. Test geometrisi eksenel simetrinin düzlem
simetriye dönüştürülmesi ile bir önceki problemin aynısıdır. Malzeme parame-
treleri Tablo 2’dekilerle aynıdır sadece pekleşme katsayıs, yani K, -0.012924
olarak alınacaktır. Problem Şekil 11’de görülen 20x10, 40x20 ve 60x30’luk ağlar
için hasarla eşleşmiş ve eşleşmemiş durumlar için çözülmüştür.

Sonuçlar

Şekil 12 (sol)’da verilen yük-yer değiştirme eğrileri de göstermektedir ki hasar
eşleşmesinin yük taşıma kapasitesinde önemli bir zararı vardır. Aynı şeklin (sağ)
kısmında hasarla eşleşmiş modelin farklı sıklıktaki ağlar için farklı yükleme-yer
değiştirme eğrileri verdiğş görülmektedir. Ağ yapısı sıklaştırıldıkça bu eğriler
daha erken ve daha dik olarak düşüşe geçmekte, ağa duyarlılık açıkça sergilen-
mektedir.

Ağ sıklığının hasar ve eşlenik plastik birim şekil değiştirmelerin dağılımları
üzerinde de hatırı sayılır bir etkisi vardır. Şekil 13 ve 14 bunu göstermektedir.
Hem hasar hem de eşlenik plastik birim şekil değiştirme ağın sıklaştırılması ile
ağ büyüklüğü ile orantılı daha dar bir kayma bandına sıkışmaktadır.

Şekil 15’de hasarlı ve hasarsız modeller için eşlenik plastik birim şekil
değiştirme dağılımları verilmektedir. Hasarın kayma bandı oluşumuna katkısı
bu şekillerden kolaylıkla görülebilmektedir. ∆u=3.840’lık bir deformasyon için
hasarlı analizde kayma bandı son derece belirginken hasarsız analizde henüz
başlangış sözkonusudur. Deformasyon yerelleşmesi hasar ile büyümesi Şekil
16’de belirgin biçimde gösterilmektedir.
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Şekil 11: Analiz edilen, (üst) 20x10, (orta) 40x20, (alt) 60x30

Şekil 12: Yük-yer değiştirme eğrileri, (sol) hasarla eşleşmiş ve eşleşmemiş
sonuçlar (60x30), (sağ) hasarla eşleşmiş farklı ağlı sonuçlar

0.5.3 Çentikli Eksenel Simetrik Parçanın Çekme Altındaki
Davranışı

Problem geometrisi César de Sá et al. [2006] ve Vaz Jr. ve Owen [2001]’dan da
bulunabilir. Mevcut çalışmada hasar modeli ve malzeme parametreleri farklıdır.
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Şekil 13: Hasar dağılımları ∆u=3.840 , (üst) 20x10, (orta) 40x20, (alt) 60x30

Yine de hasar mekanizması ve dağılımları literatürle benzerlikler göstermektedir.
Çentikli parçanın 3B geometrisi Şekil 17’de verilmektedir. Sınır koşulları ve
yükleme açısından eksenel simetrik düzlem problemine indirgenebilir. Şekil
18’da ilgili geometri ve sınır koşulları verilmektedir. Bu problemde yerel ol-
mayan formülasyonlar da kullanılmıştır. yerel olmayan ortalamaların hesaplan-
masında farklı sınır ve simetri koşullarının da değerlendirilmesi gerekmektedir.
Şekil 19, bu koşullarda ele alınan etki alanlarını göstermektedir. Bu problemde
yerel olmayan formülasyonlar da kullanılmış ve performansın tayini için Şekil
20’de verilen üç farklı sıklıkta ağ kullanılmıştır.

Sonuçlar

Hasar güzergahı literatürdeki ile aynıdır. Şekil 21’de de yerel olmayan formlar
için verildiği gibi ilk olarak çentik yüzeyine konsantre olan hasar deformasyon
etkisi ile merkezileşmektedir. Geliştirilen algoritmada, ortalamalar referans
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Şekil 14: Eşlenik plastik gerilme dağılımları ∆u=3.840 , (üst) 20x10, (orta)
40x20, (alt) 60x30

geometri üzerinden gerçekleştirilmektedir. Bu nedenle yüksek deformasyon-
larda ağda meydana gelen bozulmalar sorun çıkarmamakta, yerel olmayan for-
mun düzenleme performansı artmaktadır. Şekil 22’de bahsedilen ağ bozul-
malarına yer verilmiştir. Şekil 23’de yerel olmayan formülasyonların yerelizasy-
onu limite eden karakteri görülmektedir. Burada hasar evrimi çeşitli yükleme
basamaklarında verilmektedir. Grafikte, x ekseni, ele alınan malzeme noktasının
merkezi çizgi boyunca konumunun, seçilen uzunluk ölçütüne oranını vermekte-
dir. yerel formlarda deformasyonla daha fazla yerelize olan hasar yerel olmayan
formülasyoda uzunluk ölçütüne bağlı bir alana hapsolmakta daha fazla yerelize
olmamaktadır. Aynı durum Şekil 24’de de bu defa yarıçap boyunca verilmek-
tedir. Son olarak analizin son basamağında, yerel ve yerel olmayan formların
merkezi hatta uzunluk boyunca hasar dağılımları üç ayrı ağ için Şekil 25’da
verilmektedir. Görülmektedir ki yerel olmayan formlarda ağa duyarlılık son
derece fazla olup ağın sıklaştırılması ile birlikte yerelleşme bölgesinde prematür
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Şekil 15: Eşlenik plastik genleme dağılımları (60x30) ∆u=3.840, (üst) hasarla
eşleşmiş model, (alt) hasarla eşleşmemiş model

Şekil 16: Ağ deformasyonları (60x30) ∆u=3.840, (üst) hasarla eşleşmiş model,
(alt) hasarla eşleşmemiş model

bir kırılmaya yöneliş vardır. Şekil 26’da aynı grafiklerin yarıçap boyunca olan
değişimleri görülebilir.
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Şekil 17: Modelde işlenen çentikli geometrinin 3B çizimi

Şekil 18: Geometri ve sınır koşulları

Şekil 19: yerel olmayan ortalamalarda kullanılan simetri koşulları

0.5.4 İleriye Çubuk Akıtma ve Sayısal Kırık Eldesi

Model Tanımı ve Motivasyon

Eksenel simetrik ileriye çubuk akıtma bir alan küçültme işlemidir ve endüstride
basitliği ve ekonomisi ile sıklıkla tercih edilmektedir. Malzeme sünekliği, kalıp
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Şekil 20: Farklı eleman sayılarına sahip Model A, B ve C. (A. 326, B. 687 ve
C.2754 elemanlıdır.)

açısı, sürtünme gibi işlem parametrelerine bağlı olarak yüzeysel ya da içsel
kırıklar görülebilmektedir. Yüzeysel kırıklara yılan derisi ismi verilmekte,
içsel kırıklara ise çevron kırıkları denmektedir. Bu tip makro-kırıkların sayısal
modellenmesinde süreklilik koşulları ihlal edildiğinden çeşitli prosedürler ileri
sürülmüştür. Bağ noktası ayırma ya da eleman silme bunlardan ikisidir.
Bu metodlarda eleman silme halihazırdaki çalışmada kullanılmıştır ve bir
eleman içindeki Gauss noktalarının hasar değerleri ortalaması kritik hasar
değerine ulaşınca eleman analizin dışına çıkartılmışır. MSC MARC bu işlemi
desteklemektedir.

İleriye çubuk akıtma kırıkları ile ilgili çalışmalar Avitzur [1968]’un analitik
çalışmalarına kadar uzanır. Sonlu elemanlarla işlemde hasar tayini bir çok kişi
tarafından çalışılmıştır. Bunlar arasında mikro-mekanik bir hasar modeli kul-
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Şekil 21: Model C, Hasar dağılımları, analiz basamağı 8, 20, 45 ve 90, yerel
olmayan Model

lanan Aravas [1986] kırıkları elde etme peşine düşmez, ama işlemin kinematik
ve kinetik etkilerini ortaya sermiştir. Temel olarak işlem, basınçlı bir işlem gibi
algılansa da, alan indirgeme bölgesinde çekme gerilmeleri oluşmakta ve kırıklar
buna göre şekillenmektedir. Komori [1999, 2003] bağ noktası ayırma metodu ile
kırık oluşumunu inceler ve mikromekanik modellerin yanı sıra kırılma kriterlerini
de kullanır.

Bu problemde, 16.15 mm’lik bir yarıçap, 15.30 mm’ye indirilmektedir.
Süreksiz temas normallerinin ıraksamaya yol açmaması için, kalıbı ifade eden
doğruların birleştiği köşelerde 0.5 mm çaplı yumuşatmalara gidilmiştir. 30
derecelik bir kalıp açısı alınmıştır. Seçilen geometride literatürde Chrysler
Çevronsuz Üretim Eğrileri olarak bilinen ve alan indirgeme oranı-kalıp açısı
düzlemini emniyetli ve emniyetsiz olarak bölen eğrisinden faydalanılmış olumsuz
koşulların temsili bakımından merkezi kırıkları veren ölçüler seçilmiştir.

Kullanılan hasar modeli üç eksenelliğe bağlı hasar modelidir ve tüm diğer
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Şekil 22: Model A, B ve C’de meydana gelen eleman deformasyonları

Şekil 23: Merkezi hatta uzunluk boyunca hasar evrimi Model C, a. yerel
formülasyon, b. yerel olmayan formülasyon.

problemlerin aksine basamaklı çözüm algoritması takip edilmiştir. Seçilen
malzeme parametrelerinden sıfır olmayanlar şunlardır, akma gerilmesi 150
MPa, pekleşme katsayısı 250 MPa ve elastisite katsayısı 210 GPa. Hasar
parametrelerinden ise a1 ve S sırası ile, 25 ve 1 değerleri ile kullanılmıştır.
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Şekil 24: Merkezi hatta yarıçap boyunca hasar evrimi Model C, a. yerel
formülasyon, b. yerel olmayan formülasyon.

Şekil 25: Merkezi hatta uzunluk boyunca hasar dağılımları, Model A, B ve C,
a. yerel formülasyon, b. yerel olmayan formülasyon.

Sonuçlar

Merkezde başlayan ve ilk kırığı tetikleyecek olan üç eksenelliğe dayalı hasar
birikimi Şekil 27’te verilmektedir. Daha önce de değinildiği gibi, işlemin bütünü
basınç içeren bir işlem gibi algılansa da alan indirgeme bölgesi boyunca hasara
sebebiyet veren pozitif hidrostatik basınç etkisi altındaki plastik akma mekaniz-
ması görülmektedir.

Kırıkların periyodik oluşumu çevron kırıklarına özgü durumlardan biridir
ve Şekil 28’de görülmektedir. Bu periyodiklik temel olarak oluşan serbest
yüzeylerdeki yük boşaltımı ve bunu takip eden merkezi hasar ve akma birikim-
leridir. Kırıklarla birlikte oluşan hasar ve eşlenik plastik birim şekil değiştirme
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Şekil 26: Merkezi hatta yarıçap boyunca hasar dağılımları, Model A, B ve C, a.
yerel formülasyon, b. yerel olmayan formülasyon.

Şekil 27: İlk çevron oluşumunu tetikleyen hasar birikimi

dağılımları, Şekil 29 ve 30’da verilmektedir. Değinilmesi gereken konulardan
biri de, çözümün ağa duyarlı olmasıdır. Bu konudaki çalışmalarımız devam
etmektedir.
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Şekil 28: Periyodik olarak elde edilen çevronlar

Şekil 29: Kırıklı yapıdaki hasar dağılımı

0.6 Sonuçlar ve İleride Yapılması Planlanan
Çalışmalar

Yerel bir hasar modeli, sonlu birim şekil değiştirmeli hiperelastik-(visko)plastik
bir yapı ile eşleştirilmiş ve formülasyonlar asal eksenlerde türetilmiş, sistemin
yerel olmayan genişletimi de yapılmıştır. Termodinamik formülasyonlar ısı
ile eşleşmiş ve izotermal haller için verilmiştir. Gösterilmiştir ki, asal ek-
sen formülasyonu, aktif-pasif hasar evrim denklemlerinin geliştirilmesinde
çok etkilidir. Bu sayede asal eksen projeksiyonlarına gereksinim ortadan
kalkmış ekstra operatörlerin türetimi engellenmiştir. Aynı çatı, sonlu plas-
tisitenin formüle edilmesini de tensör türevlerinin skaler türevlere inmesi ile
kolaylaştırır. Müşterek fonksiyonel yapı ne plastisite ne de hasar formları
üzerinde bir kısıtlama getirmektedir. Bu da geniş bir kuvvetle eşleşmiş hasar
ve plastisite modelinin kapsandığı ve ekstra çaba harcamaksızın aynı yapıya
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Şekil 30: Kırıklı yapıdaki eşlenik plastik birim şekil değiştirme dağılımı

eklemlenebileceği anlamına gelir. Bunlardan örnek olarak üç hasar modeli
formülasyonu sabit bir fonksiyon üzerinden parametrik farklarla sunulmuştur.

Geliştirilen model MSC MARC kullanıcı altyordamı olarak kodlanmıştır.
Bunu yanısıra program içerisine bir grup kırılma kriteri de ileride araştırma
kolaylığı teşkil etmesi bakımından kodlanmıştır. Kodlanan altyordamlar
simülasyonlarda test edilmiştir. Bu test problemlerinde görülmüştür ki model
etkin ve sayısal olarak verimli biçimde çalışmaktadır. Uygulanan yerel olmayan
formlar da ağ etkisini azaltacak ve yerelleşmeyi minimize edecek biçimde
çalışmaktadır.

İleriye dönük araştırma konuları şu şekilde planlanmaktadır. İmplemente
edilen izotropik yapı kolaylıkla anizotropik etkileri de içerecek şekilde
genişletilebilecek haldedir. Bu yüzden etkin konfigürasyonların tanımı
ile anizotropik modellemeler hedeflenmektedir. Bunu yanısıra malzeme
parametrelerinin tayini ile ilgili çalışmalar yapılacaktır. Darmstadt Teknik
Üniversitesi’nde gerçekleştirilen dönel dövme deneylerinin analizleri, eldeki
ısıl-eşlemeli hasar modeli ile tekrarlanacaktır ve burda da merkezi kırıklar
araştırılacaktır. Şu aşamaya kadar bu testlerin sadece Gurson Tvergaard
Needleman mikro mekanik modeli ile analizine gidilmiştir.

Bunun yanısıra kodlara implemente edilen kırılma kriterlerinin farklı metal
işlemleri için karşılaştırmalı analizlerinin yapılması da yeni araştırma konuları
arasına eklenebilir.



Sonuçlar ve İleride Yapılması Planlanan Çalışmalar 49

Ek A. Üstel Transformasyon Algoritmasının
Türetimi

y’nin zamanın bir fonksiyonu olduğunu kabul edersek, standart formda doğrusal
bir diferansiyel denklemi şu şekilde tanımlayabiliriz,

dy

dt
+ p(t) y = q(t) (149)

Bunu t = 0 için q(t) = 0 ile bir ilk değer problemi olarak tanımlarsak,

dy

dt
+ p(t) y = 0, where y(0) = ytri (150)

Diferansiyel denklemin çözümü integrasyon çarpanı olarak, exp[
∫

p(t)dt] uygu-
lanarak bulunabilir. Buna göre denklemin her iki yanını da bununla çarparak,

0 = exp[
∫

p(t)dt]
dy

dt
+ exp[

∫
p(t)dt] p(t) y

= exp[
∫

p(t)dt]
dy

dt
+

d

dt

[
exp[

∫
p(t)dt]

]
y

=
d

dt

[
exp[

∫
p(t)dt] y

] (151)

ve her iki tarafı da integre edersek,

exp[
∫

p(t)dt] y = C (152)

Burada C integrasyon sabitidir ve şöyle bulunur,

exp[
∫ t

0

p(t)dt] y(t) = C (153)

t = 0 için y(0) = ytri eşitliği yerine konularak,

C = exp[
∫ 0

0

p(t)dt] y(0)

= exp[0] ytri

= ytri

(154)

Bu formu denklem 152’e yerleştirirsek,

y(t) = exp[−
∫

p(t)dt] ytri (155)

Tipik bir ∆t zaman aralığı için,
∫

p(t)dt ≈ p(t)∆t tanımını kullanarak,

y(∆t) = exp[−p(t)∆t] ytri (156)

sonuca ulaşılır.
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Ek B. Algoritmik Malzeme Tanjantı Türetimi

Bu bölümde tutarlı elasto-plastik-hasar için gerekli tutarlı malzeme tanjantı
türetimine yer verilecektir. İlk olarak deviyatorik ve hacimsel ayrım yapılarak,

aepd, vol
n+1, AB =

∂[(1−Dn+1) p̃n+1]
∂εtri

n+1, B

(157)

ve

aepd, dev
n+1, AB =

∂[(1−Dn+1) s̃n+1, A]
∂εtri

n+1, B

(158)

bulunur. Bu formu denklem (157)’te yerine koyarsak,

p̃n+1 = H
3∑

C=1

εtri
n+1, C (159)

aşağıdaki denkleme ulaşırız

∂p̃n+1

∂εtri
n+1, B

= H (160)

Burada

∂
∑3

C=1 εtri
n+1, C

∂εtri
n+1, B

= 1 (161)

Deviyatorik kısım için,

aepd, dev
n+1, AB = (1−Dn+1)

∂s̃n+1, A

∂εtri
n+1, B

− s̃n+1, A
∂Dn+1

∂εtri
n+1, B

(162)

aşağıdaki denklemlerin türetimi gereklidir,

∂s̃n+1, A

∂εtri
n+1, B

=
∂{s̃ tri

n+1, A − 2µ ∆γ
(1−Dn+1)

nn+1, A}
∂εtri

n+1, B

(163)

Aşağıdaki ayrımlar yapılarak,

∂s̃n+1, A

∂εtri
n+1, B

=
∂s̃ tri

n+1, A

∂εtri
n+1, B

− 2µ
∂{ ∆γ

(1−Dn+1)
nn+1, A}

∂εtri
n+1, B

(164)

eşitliğin sağındaki ilk ifade şöyle çözülebilir,

∂s̃ tri
n+1, A

∂εtri
n+1, B

= 2µ δdev
AB (165)
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burada δdev
AB = δAB − 1

3 . İkinci ifadeye gelirsek,

∂{ ∆γ
(1−Dn+1)

nn+1, A}
∂εtri

n+1, B

=
∂∆γ

∂εtri
n+1, B

1
(1−Dn+1)

nn+1, A

+ ∆γ
1

(1−Dn+1)2
∂Dn+1

∂εtri
n+1, B

nn+1, A

+
∆γ

(1−Dn+1)
∂nn+1, A

∂εtri
n+1, B

(166)

Sıradaki özelliği kullanarak,

3∑
C=1

nn+1, C = 0 (167)

aşağıdaki denklem elde edilebilir,

∂nn+1, A

∂εtri
n+1, B

=
2µ∥∥s̃ tri
n+1

∥∥ {δdev
AB − nn+1, A nn+1, B} (168)

Sonuçları birleştirerek,

∂s̃n+1, A

∂εtri
n+1, B

= 2µ δdev
AB − 2µ { ∂∆γ

∂εtri
n+1, B

1
(1−Dn+1)

nn+1, A

+ ∆γ
1

(1−Dn+1)2
∂Dn+1

∂εtri
n+1, B

nn+1, A

+
∆γ

(1−Dn+1)
2µ∥∥s̃ tri
n+1

∥∥ [δdev
AB − nn+1, A nn+1, B ]}

(169)

Burada ∂∆γ /∂εtri
n+1, B ve ∂Dn+1/∂εtri

n+1, B terimleri yerel tanjantlar kullanılarak
bulunacaktır.

Ek C. Yerel Tanjant Türetmeleri

Eşzamanlı integrasyon esas alınarak,
∂∆γ

∂εtri
n+1, B

∂Dn+1

∂εtri
n+1, B

 =
1

∆n+1

[
∂Dn+1r2, n+1 −∂Dn+1r1, n+1

−∂∆γ r2, n+1 ∂∆γ r1, n+1

]
•


∂r1, n+1

∂εtri
n+1, B

∂r2, n+1

∂εtri
n+1, B

(170)

elde edilir,

∂r1, n+1

∂εtri
n+1, B

= −2µnn+1, B (171)

ve

∂r1, n+1

∂εtri
n+1, B

= −
∂

∥∥s̃ tri
n+1

∥∥
∂εtri

n+1, B

, where
∂

∥∥s̃ tri
n+1

∥∥
∂εtri

n+1, B

= 2µnn+1, B (172)
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Sıradaki denklemin türetimi tamamıyle seçilen hasar fonksiyonunun şekline
bağlıdır,

∂r2, n+1

∂εtri
n+1, B

= −∆γ
∂gn+1

∂εtri
n+1, B

(173)

Bu çalışmada seçilen kuvvet tipi fonksiyonla,

g′n+1(Dn+1, Y
+
n+1) = S (a1 + a2 Dn+1)

(Y +
n+1)

S−1

(1−Dn+1)q
(174)

ki burda g′ = ∂Y d,+
n+1

g. Zincir kuralı ile şu sonuçlar elde edilir.

∂gn+1

∂(•)
= g′n+1

∂Y +
n+1

∂(•)
(175)

burada (•), εtri
n+1, B , ∆γ ya da Dn+1’dan birini ifade etmektedir.

Ek D. Seçilen Özel Hasar Fonksiyonunun Türetimi

Sırada yalnızca Lemaitre tipi hasar modeli için yapılan türetimlere yer verilmek-
tedir. Buna göre,

Y +
n+1 =

1 + ν

2E
(〈τ̃n+1, 1〉2 + 〈τ̃n+1, 2〉2 + 〈τ̃n+1, 3〉2)−

9ν

2E
〈p̃n+1〉2 (176)

burada p̃n+1 = (τ̃n+1, 1 + τ̃n+1, 2 + τ̃n+1, 3)/3. Aşağıdakilerin hesaplanmasında,

∂Y +
n+1

∂εtri
n+1, B

,
∂Y +

n+1

∂∆γ
,

∂Y +
n+1

∂Dn+1
(177)

sırada verilen zincir kuralı uygulanacaktır,

∂Y +
n+1

∂(•)
=

3∑
A=1

∂Y +
n+1

∂τ̃n+1, A

∂τ̃n+1, A

∂(•)
(178)

ki burada,

∂Y +
n+1

∂τ̃n+1, A
=

1 + ν

E
〈τ̃n+1, A〉 −

3ν

E
〈p̃〉 (179)

böylece türetimler tamamlanır.
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