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Önsöz

TÜB�TAK taraf�ndan desteklenen 110T335 numaral� bu projede çok tara��
dolan�k durumlar�n yerel i³lemlerle dönü³ümlerinin baz� özellikleri kuramsal ola-
rak incelenmi³tir.
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Özet

Çok tara�� durumumlar�n sadece yerel i³lemler ve klasik ileti³im yard�m�yla
(LOCC) dönü³türülmesi probleminin baz� yönleri incelenmi³tir. Öncelikle, iki
kübitin kar�³�k durumlar�n�n stokastik LOCC (SLOCC) dönü³ümleri incelenmi³
ve bu sistemdeki stokastik dönü³üm denklik s�n��ar� ortaya ç�kar�lm�³t�r. Baz�
denklik s�n��ar�nda SLOCC alt�nda de§i³meyen reel parametrelerin var oldu§u
gözlenmi³tir. Bundan sonra W tipi durumlar�n olas�l�ksal dönü³ümlerinin baz�
yönleri incelenmi³tir. Tek bir taraf�n gerçekle³tirdi§i dönü³ümler için iki boyutlu
bir yar�m daire içinde de§erler alan yeni monotonlar bulunmu³tur. Buna ek ola-
rak, deterministik dönü³ümler alt�nda maksimal olan durumlar�n olu³turdu§u
yüz üzerindeki dönü³ümler ifade edilmi³ ve bunlar�n oldukça basit konveks ge-
ometrik yorumlar� oldu§u gösterilmi³tir. Daha sonra bu yakla³�m, W s�n�f� bir
durumdan çift tara�� dolan�k durumlar�n sentezi problemine uyarlanm�³t�r.

Anahtar Kelimeler: Dolan�kl�k, Çok tara�� dolan�kl�k, Klasik ileti³im yar-
d�m�yla yerel i³lemler, LOCC, SLOCC, GHZ durumu, W durumu, Dolan�kl�k
dönü³ümleri.
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Abstract

Some aspects of the transformations of entangled states by local operati-
ons assisted with classical communication (LOCC) are investigated. First, the
stochastic LOCC (SLOCC) classi�cation of mixed states of two qubits is inves-
tigated. It is observed that some of the SLOCC classes depend on a continuous
real parameter which appears as a SLOCC invariant. The relations of these
to the transformations of GHZ type states are explained. After that, some as-
pects of the probabilistic transformations of W type states are investigated. For
transformations carried out by a single party, a new pair of monotones have
been identi�ed. These monotones take values in a semicircle and behave in a
better way. Also, the transformation rules on the facet of maximally entangled
W type states are obtained. On this facet, all transformation rules reduce to a
single simple rule that has a nice interpretation in convex geometry. This app-
roach has been applied to the problem of distillation of bipartite states from a
W type state.

Keywords: Entanglement, Multipartite entanglement, Local operations assis-
ted with classical communication, LOCC, SLOCC, GHZ state, W state, En-
tanglement transformations.
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Bölüm 1

Giri³

1.1 Dolan�kl�k

Kuantum kuram�n�n sadece bu kurama özgü kavramlar�ndan birisi ve belki de
bunlardan en önemlisi dolan�kl�kt�r. Birden çok sistemin kuantum durumlar�
aras�ndaki korelasyonu ifade eden dolan�kl�k, klasik olas�l�k da§�l�mlar�nda göz-
lemlenemeyecek özellikler içermektedir. Dolan�kl�§�n tarihte ilk defa bir çal�³-
mada yer ald�§� Einstein, Podolsky ve Rosen'in klasikle³mi³ EPR makalesi de
[Einstein et al., 1935] asl�nda dolan�kl�§a özgü bu garip korelasyonlar�n�n bir in-
celemesidir. 1960'l� y�llarda John Bell, buldu§u e³itsizliklerle bu korelasyonlar�
nicelle³tirerek bunlar�n klasik korelasyonlardan ne derecede farkl� oldu§unu gös-
termi³tir [Bell, 1964, Bell, 1993]. Daha sonraki y�llarda yap�lan Aspect deney-
leri gibi [Aspect et al., 1981, Aspect et al., 1982a, Aspect et al., 1982b] çe³itli
deneyler, do§an�n da t�pk� kuantum kuram�n�n i³aret etti§i ³ekilde davrand�-
§�n�, dolay�s�yla do§an�n da ayn� derecede garip, klasik olarak aç�klanamayan
korelasyonlar içerdi§ini göstermi³tir.

1990'l� y�llarda ivmelenerek artan kuantum bilgisayarlar ve kuantum bilgi
kuram� alan�ndaki çal�³malar, dolan�kl�kla ilgili hem kuramsal hem de deneysel
çok say�da çal�³man�n yap�lmas�na vesile olmu³tur. Bu çal�³malardan ç�kan belki
de en önemli sonuç, dolan�kl�§�n sadece kuantum kuram�n�n ilginç bir parças�
olmad�§�n�n, ayn� zamanda bir tak�m uygulamalarda da kullan�ld�§�n�n anla³�l-
mas�d�r. Bu uygulamalardan hiç ³üphesiz en önemlisi kuantum bilgisayarlard�r.
Klasik hesaplama yöntemleriyle çözülmesi zor olan baz� problemler kuantum al-
goritmalarla daha kolay bir ³ekilde çözülebilmektedir. Bu algoritmalar�n ortak
özelli§i, bilgisayar�n temel haf�za elemanlar� olan kübitlerin, algoritman�n de§i-
³ik ad�mlar�nda, birbirleriyle dolan�k duruma girmesidir. Klasik algoritmalardan
daha iyi performans sergileyen ço§u kuantum algoritmas�nda dolan�kl�k ³artt�r.
Kuantum bilgisayarlar�n gerçekle³tirilmesinde de kar³�la³�lan en önemli problem
de, bu dolan�k durumlar�n, uyum kayb�na (decoherence) u§ramadan yeteri kadar
uzun bir süre, yani algoritma tamamlanana kadar devam ettirilebilmesidir.

Ama, elbette dolan�kl�§�n en karakteristik yönü, birbirinden uzakta bulunan
sistemler aras�nda da var olabilmesidir. Üstelik, söz konusu sistemlerin çevreyle
etkile³meleri bir ³ekilde engellenirse, bu sistemlerin dolan�k olan durumlar� do§al
olarak uzun bir süre devam edebilir. Bu nedenle, aralar�nda çok büyük mesafeler
olan sistemler aras�nda bile, bu mesafeden ba§�ms�z olarak dolan�kl�§a özgü
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korrelasyonlar geçerlidir. Bu yönüyle dolan�kl�k bir �kaynak� olarak kar³�m�za
ç�kmaktad�r. De§i³ik uygulamalarda kullan�labilen ve böylece harcanabilen, ama
istendi§i kadar kolay üretilemeyen bir kaynak.

1.2 Kuantum I³�nlama ve Yo§un Kodlama

Dolan�kl�§�n bir kaynak olarak kar³�m�za ç�kt�§� en önemli uygulama kuantum
�³�nlamad�r [Bennett et al., 1993]. I³�nlamadaki amaç belli bir yerde bulunan
bir sistemin kuantum durumunu uzaktaki bir yerde bulunan ba³ka bir sisteme
aktarmakt�r. Bir sistemin kuantum durumu, bir kuantum bilginin o sisteme kod-
lanmas� olarak dü³ünülebilece§i için, bu problem kuantum bilgi-i³leminin ola§an
bir uygulamas�d�r. Elbette bu tip durumlarda, söz konusu sistemin bu kuantum
durumuna nas�l getirildi§ini, yani kodlanan bilginin içeri§ini bilmedi§imizi var-
say�yoruz.

Söz konusu bilgi klasik bir bilgi olsayd�, bunu ölçerek ö§rendikten sonra,
geli³mi³ ileti³im araçlar�ndan birini kullanarak istedi§imiz herhangi bir yere ile-
tebilirdik. Ama, ölçme sistemin kuantum durumunu de§i³tirece§i, dolay�s�yla
sakl� kuantum bilgiyi yok edece§i için bunu kullanmam�z olanaks�z. Üstelik, ku-
antum bilginin kopyas�n�n bile ç�kar�lmas�n�n mümkün olmad�§�n� ifade eden
[Wootters ve Zurek, 1982] bir sonucumuz oldu§u için, yap�lmas� gereken tek ³ey
bilgiyi bir sistemden di§erine aktarmakt�r. Bunu gerçekle³tirmenin bilindik yön-
temi, sistemleri birbirleriyle �ziksel etkile³ime sokup, sonra da bu etkile³imi dik-
katli bir ³ekilde ayarlayarak bilginin di§er sisteme geçmesini sa§lamakt�r. Dola-
y�s�yla, daha önce hiç bir ileti³imin olmad�§� uzak bir yere bir kuantum bilgisini
transfer etmek istiyorsak, uygulanabilecek temel yöntem söz konusu kuantum
durumunu bir parçac�§a aktar�p (bu i³ için en uygun parçac�klar fotonlar), bu
parçac�§� göndermektir. �ki yer aras�nda, bir parçac�k al�³ veri³i yard�m�yla ku-
antum bilgisi ta³�yan ileti³im kanallar�na bir kuantum kanal� deniyor.

Baz� hallerde kuantum bilgiyi transfer etmek için bir kuantum kanal kullan-
mak mümkün olmayabilir (örne§in, söz konusu yerler birbirlerinden çok uzakta
olabilir, ya da ba³ka nedenlerle bir kuantum kanal�n kullan�lmas� engellenmi³
olabilir). E§er, daha önceki bir zamanda bir ³ekilde dolan�k duruma sokulmu³
iki sistem bu iki yerde bulunuyorsa, o zaman �³�nlama yöntemiyle üçüncü bir sis-
temin kuantum durumunu herhangi bir kuantum kanal kullanmadan di§er yere
transfer etmek mümkün olabilir. Genellikle tart�³malar söz konusu sistemlerin
iki düzeyli parçac�klar (kübit) oldu§u hal üzerinden yürütülüyor. Dolay�s�yla, iki
arkada³ Ali ve Berna'n�n birbirlerinden çok uzakta bulunduklar�n�, ama bunla-
r�n ellerindeki A ve B kübitlerinin a³a§�daki dolan�k durumda bulundu§unu
dü³ünelim.

|Ψ⟩AB =
1√
2
(|0⟩A ⊗ |0⟩B + |1⟩A ⊗ |1⟩B) =

1√
2
(|00⟩+ |11⟩) . (1.1)

Buna ek olarak, Ali'nin elinde bir ba³ka C kübitinin oldu§unu, fakat bunun
bilinmeyen

|ϕ⟩C = a |0⟩+ b |1⟩ (1.2)

durumunda bulundu§unu varsayal�m. Burada a ve b de§erleri bilinmeyen sabit-
lerdir.
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CAB kübitlerinin sahip oldu§u saf durum ³u ³ekilde ifade edilebilir.

|ϕ⟩C ⊗ |Ψ⟩AB =
1√
2
(a |000⟩+ a |011⟩+ b |100⟩+ b |111⟩) (1.3)

=
1

2
√
2

(
(|00⟩+ |11⟩)CA ⊗ (a |0⟩+ b |1⟩)B

+ (|00⟩ − |11⟩)CA ⊗ (a |0⟩ − b |1⟩)B
+ (|01⟩+ |10⟩)CA ⊗ (a |1⟩+ b |0⟩)B

+ (|01⟩ − |10⟩)CA ⊗ (a |1⟩ − b |0⟩)B
)

(1.4)

Bu ifade �³�nlaman�n nas�l yap�laca§�n� aç�kça göstermekte. Öncelikle Ali, elinde
tuttu§u C ve A parçac�klar� üzerinde, a³a§�da ifadeleri verilen Bell taban du-
rumlar�na çökmeyi sa§layacak ³ekilde bir ölçüm yapar.∣∣Φ±⟩ = 1√

2
(|00⟩ ± |11⟩) ,

∣∣Ψ±⟩ = 1√
2
(|01⟩ ± |10⟩) . (1.5)

Ali'nin yapt�§� i³lem bir yerel kuantum operasyonu olarak adland�r�l�yor. Bu
ölçüm sadece Ali'nin �ziksel olarak eri³ebildi§i CA kübitleri üzerinde yap�l�yor.
Berna'n�n elinde bulunan B kübiti ile Ali'nin temas etmesi mümkün de§il. Fakat,
dolan�kl�§�n do§as� gere§i B kübitinin durumu da bu i³lem sonucu ba³ka bir
duruma çöküyor. Dolay�s�yla, bu a³amada Berna'n�n elindeki B kübiti a³a§�daki
4 olas� durumdan birinde

a |0⟩ ± b |1⟩ , a |1⟩ ± b |0⟩ . (1.6)

Ali'nin ölçüm sonucunu bilmeden Berna'n�n bu durumu kullanmas� mümkün de-
§il. Bu nedenle, Ali'nin 4 olas� sonuçtan hangisini elde etti§i bilgisini klasik bir
ileti³im kanal�yla (örne§in telefonla) Berna'ya iletmesi gerekiyor. Berna, bu bil-
giye dayal� olarak, elindeki B kübiti üzerine a³a§�daki 4 olas� üniter dönü³ümden
birini uyguluyor.

I , σz , σx , σy . (1.7)

Sonuçta, B kübiti, C'nin ilk ba³ta sahip oldu§u duruma giriyor.

|ψson⟩B = a |0⟩B + b |1⟩B . (1.8)

Bu protokolde Ali ve Berna'n�n yard�mla³arak yürütebilecekleri i³lemlerin
hepsine klasik ileti³imle destekli yerel kuantum i³lemleri (Local Operations as-
sisted with Classical Communication, LOCC) deniyor. I³�nlama uygulamas�nda
kar³�la³t�§�m�z, Ali'nin ölçümü ve Berna'n�n üniter dönü³ümleri yerel operas-
yonlar�n; Ali'nin Berna'ya bilgi iletmesiyse klasik ileti³imin örne§i. Dolan�kl�§�n
kullan�ld�§� uygulamalarda do§al olarak bu türden i³lemler söz konusu oluyor.
I³�nlama, bu i³lemlerin basit bir ³ekilde s�raland�§� i³lemlere örnek. Daha kar-
ma³�k i³lemlerde, Ali'nin yan�nda Berna'n�n da ölçüm yapmas� ve bu ölçümün
sonuçlar�n�n Ali'ye iletilmesi, hatta bu türden ölçümlerin Ali ve Berna taraf�n-
dan s�ras�yla ardarda bir çok defa yap�lmas� da mümkün. Çok tara�� dolan�k
durumlar�n dönü³ümlerinde kar³�m�za ç�kan bir olas�k bu.

Yo§un kodlama uygulamas� [Bennett ve Wiesner, 1992] �³�nlaman�n tam tersi
s�rada uygulanan bir protokole sahip. Burada da Ali ve Berna ba³lang�çta bir
dolan�kl�§a sahipler. �stenen ³ey Ali'nin Berna'ya klasik bir bilgi iletmesi. Ali'nin
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elindeki A kübiti iki düzeyli bir sistem oldu§u için, normalde bu kübite ancak
bir bitlik bir klasik bilgi depolanabilir. Ama, A kübiti B ile dolan�k oldu§u için,
Ali elinde olmasa bile B'nin durumunu belli ³ekillerde de§i³tirebilme yetene-
§ine sahip. Bu durumda da, Ali, �ziksel olarak hiç bir temas� olmasa dahi A
ve B'nin ortak durumlar�n� uygun bir ³ekilde de§i³tirerek AB sistemine 2 bitlik
klasik bilgi kodlayabiliyor. Bundan sonra, Ali elindeki A kübitini bir kuantum
ileti³im kanal� üzerinden Berna'ya gönderiyor. Dolay�s�yla, sadece bir kübit gön-
dererek iki klasik biti kar³� tarafa iletmi³ oluyor. Yo§un kodlaman�n önemi, bize
dolan�kl�§�n içinde bar�nd�rd�§� yerel olmayan do§as�n� göstermesi.
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Bölüm 2

Dolan�kl�k Dönü³ümleri

Birbirlerinden uzakta bulunan Ali ve Berna'n�n ellerinde A ve B parçac�klar�
olsun. Bu iki parçac�k da dolan�k bir |Ψ⟩AB durumunda bulunsun. Ali ve Berna
klasik ileti³imle destekli yerel kuantum i³lemleri (yani LOCC) kullanarak bu du-
rumu ba³ka bir |Φ⟩AB durumuna dönü³türebilirler mi? Hangi olas�l�kla dönü³-
türürler? Dolan�kl�k dönü³ümlerinin temel konusu bu problemdir. Bu problem
dolan�kl�§�n ileride olabilecek uygulamalar�nda önemli bir yere sahip. Örne§in,
�³�nlama ve yo§un kodlama gibi dolan�kl�§�n kullan�ld�§� uygulamalarda sadece
maksimal dolan�kl�§a sahip belli durumlar kullan�labiliyor. E§er, AB'nin ilk du-
rumu |Ψ⟩AB bu özelli§e sahip de§ilse, o zaman öncelikle durumun bu özelli§e
sahip bir |Φ⟩AB durumuna dönü³türülmesi ihtiyac� do§uyor. Bu ihtiyaç do§al
olarak var, çünkü dolan�kl�§�n birbirlerinden uzaktaki ki³ilere da§�t�lma a³ama-
s�nda parçac�klar�n yol alaca§� kuantum ileti³im kanallar� gürültü içerebilir. Bu
nedenle, saf bir durum gönderilmesine kar³�n, da§�t�m bitti§inde parçac�klar ka-
r�³�k bir ρAB durumuna sahip olabilirler. Öyleyse, öncelikle bir sa�a³t�rma i³lemi
yap�larak [Bennett et al., 1996b], parçac�klar saf bir |Ψ⟩AB durumuna indirgen-
meli, bundan sonra da |Ψ⟩AB durumu istenen |Φ⟩AB durumuna dönü³türülmeli.
Gelecekte ihtiyaç olabilecek bu türden dönü³ümleri gerçekle³tirebilmek için do-
lan�kl�k dönü³ümlerinin bütün yönlerinin anla³�lmas� gerekti§i aç�kt�r.

Buna ek olarak dönü³ümler dolan�kl�§�n bir ölçüsünü elde etmek için temel
bir dayanak noktas� olu³turuyor. Sadece LOCC kullanarak dolan�k olmayan iki
parçac�§� dolan�k bir duruma sokmak mümkün de§il; dolan�kl�k sadece kuantum
kanallar yoluyla aktar�labilen bir kaynak. Buna benzer ³ekilde, sadece LOCC
kullanarak iki parçac�§�n içerdi§i dolan�kl�k miktar�n� art�rmak mümkün de§il.
Bu anlamda, bu dönü³ümlerin sadece dolan�kl�§� azaltabilece§i noktas�ndan ha-
reketle, donal�kl�k için bir ölçü elde edildi§ini söylüyoruz. Temel olarak, e§er |Ψ⟩
durumunu |Φ⟩ durumuna dönü³türülebiliyorsa, bu halde |Ψ⟩'nin |Φ⟩'den daha
dolan�k oldu§unu söyeleyebiliriz.

2.1 Asimptotik Dönü³ümler

Bu ölçünün somutla³t�§� çe³itli senaryolar söz konusu. Asimptotik senaryoda,
Ali ve Berna'n�n ellerinde sadece tek bir AB çifti de§il, ayn� |Ψ⟩ durumuna
sahip olan çok say�da çift var. Bunlardan da, yine çok say�da |Φ⟩ çiftini yeteri
kadar yüksek do§rulukla elde etmek istiyorlar. Bennett ve arkada³lar�n�n iki
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tara�� dolan�k durumlar üzerindeki asimptotik dönü³ümleri inceledikleri çal�³ma
[Bennett et al., 1996a], bu rejimde sadece tek bir dolan�kl�k ölçüsü oldu§unu
gösteriyor. �ki tara�� |Ψ⟩AB durumunun a³a§�daki ³ekilde bir Schmidt aç�l�m�
oldu§unu varsayal�m.

|Ψ⟩AB =
n∑

i=1

√
xi |αi⟩A ⊗ |βi⟩B (2.1)

Burada, {|αi⟩A}, A'n�n Hilbert uzay�nda bir ortonormal küme, {|βi⟩A} ise B'nin
Hilbert uzay�nda bir ortonormal küme ve Schmidt katsay� olarak adland�r�lan
xi de§erleriyse pozitif say�lard�r. Buradaki terim say�s�ysa durumun �Schmidt
rank�� veya �tensör rank�� olarak adland�r�lmaktad�r. Bu durum için dolan�kl�k
entropisi ölçüsü

E(Ψ) =
n∑

i=1

−xi log2 xi (2.2)

³eklinde ifade edilmektedir. Burada normalizasyon, bir Bell durumu için ölçü
1 olacak ³ekilde seçilmi³tir. Bu nedenle, E(Ψ) de§eri |Ψ⟩ durumunun asimp-
totik rejimde kaç Bell durumuna e³de§er oldu§unu söylemektedir. Asimptotik
dönü³üm yakla³�m� uygulama aç�s�ndan önemli olmas�na kar³�n, sadece saf iki
tara�� durumlar�n ölçüsü olarak somut bir formüle sahip. Kar�³�k durumlar�n ve
çok tara�� durumlar�n [Bennett et al., 2000] dolan�kl�§�n�n ölçülmesi söz konusu
oldu§unda problem matematiksel olarak oldukça karma³�kla³maktad�r.

2.2 Tek Kopya Dönü³ümleri

�kinci bir olas� senaryo tek kopya dönü³ümleri. Yani, Ali ve Berna'n�n elinde
sadece AB parçac�k çifti var. Buna ek olarak, hedef durumun yakla³�k olarak
de§il, kesin olarak elde edilmesi isteniyor. Lo ve Popescu'nun öncü çal�³mas�ndan
[Lo ve Popescu, 2001] sonra Nielsen bu türden deterministik dönü³ümlerle ilgili
sonucu elde etti. Bu dönü³ümlerde birden çok say�da nicelik i³in içine giriyor.
Öncelikle, Schmidt aç�l�m� (2.1) denklemindeki gibi olan bir |Ψ⟩ durumu için,
Schmidt katsay�lar�n�n küçükten büyü§e do§ru s�raland�§�n� varsayarsak (yani
x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn)

Fk(Ψ) = x1 + x2 + · · ·+ xk , (k = 1, 2, . . . , n) (2.3)

³eklinde bir dizi nicelik tan�mlan�yor. Nielsen, bir |Ψ⟩AB durumunun, |Φ⟩AB

hedef durumuna deterministik olarak (yani % 100 olas�l�kla) dönü³türülebilmesi
için gerek ve yeter ³art�n, majorizasyon ba§lant�lar� olarak da adland�r�lan

Fk(Ψ) ≥ Fk(Φ) , (k = 1, 2, . . . , n) (2.4)

³artlar�n�n hepsinin sa§lanmas� oldu§unu göstermi³tir. Bundan bir süre sonra
olas�l�ksal dönü³ümlerle ilgili sonuçlar elde edilmi³tir. Öncelikle, verilen bir |Ψ⟩AB

durumundan, |Φ⟩AB hedef durumunu elde etme olas�l�§�

p = min

(
F1(Ψ)

F1(Φ)
,
F2(Ψ)

F2(Φ)
, · · · , Fn(Ψ)

Fn(Φ)

)
(2.5)
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olarak bulunmu³tur [Vidal, 1999]. Bundan sonra da bütün olas�l�ksal dönü³üm
kural� elde edilmi³tir. Verilen bir |Ψ⟩AB durumundan pα olas�l�kla |Φα⟩AB du-
rumlari elde edilebilmesi için gerek ve yeter ³art�n

Fk(Ψ) ≥
∑
α

pαFk(Φα) , (k = 1, 2, . . . , n) (2.6)

oldu§u gösterilmi³tir [Jonathan ve Plenio, 1999].
Bütün bu tek-kopya (deterministik veya olas�l�ksal) dönü³ümlerde protokol

yap�s� oldukça basittir. Önce Ali bir ölçüm yapar. Sonra, Ali ölçüm sonucunu
klasik ileti³im kanal�n� kullanarak Berna'ya iletir. En sonunda da Berna yerel
bir üniter dönü³üm gerçekle³tirir. Buna alternatif olarak, ilk ölçümü Ali yerine
Berna da alabilir. Görüldü§ü üzere, iki tara�� dolan�k saf durumlar için hem de-
terministik hem de olas�l�ksal tek-kopya dönü³üm kurallar� tamamen bilinmek-
tedir. Ama, t�pk� asimptotik dönü³ümlerde oldu§u gibi, burada da sonuçlar�n
kar�³�k ve çok tara�� durumlara geni³letilmesinde büyük güçlük ya³anmaktad�r.

2.3 SLOCC S�n��ar�

Çok tara��, yani 3 ya da daha çok say�da sistemin dolan�kl�§�nda daha de§i³ik
dolan�kl�k türleriyle kar³�la³�lmaktad�r. Dür ve arkada³lar� 3 kübitin çok tara��
durumlar� aras�nda birbirlerine LOCC ile dönü³türülemeyecek türde durumlar
oldu§unu ke³fettiler [Dür et al., 2000]. Bu amaçla örnek verilen dolan�k durum-
lardan ilki W-durumu olarak bilinen

|W ⟩ = 1√
3
(|100⟩+ |010⟩+ |001⟩) (2.7)

durumudur. Buna ek olarak Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ) durumu olarak
adland�r�lan

|GHZ⟩ = 1√
2
(|000⟩+ |111⟩) (2.8)

durumu da [Greenberger et al., 1989] üç kübitin girebilece§i olas� durumlardan
bir di§eri. Dür ve arkada³lar�, Ali, Berna ve Cem ad�ndaki üç ki³iye da§�t�lan
A, B ve C kübitlerinin |W ⟩ durumunda olmas� halinde, bu üç ki³inin sadece
yerel ölçümler ve klasik ileti³im yard�m�yla çok küçük bir olas�l�kla bile olsa
|GHZ⟩ durumunu elde edemeyeceklerini gösterdiler. Benzer ³ekilde, e§er ilk du-
rum |GHZ⟩ ise, bu defa da LOCC ile |W ⟩ durumunu s�f�rdan farkl� bir olas�l�kla
elde etmek mümkün de§il. Bu iki durum, üç kübitin farkl� dolan�kl�k türlerini
temsil ediyorlar.

Dolan�k durumlar aras�ndaki bu türden ili³kiler stokastik dönü³ümler ola-
rak adland�r�l�yor. E§er ilgili parçac�klar� ellerinde bulunduran ki³iler, sadece
LOCC ile bir |Ψ⟩ ilk durumunu, |Φ⟩ son durumuna s�f�rdan farkl� bir olas�l�kla
dönü³türebiliyorlarsa, bu halde |Ψ⟩'nin |Φ⟩'ye stokastik dönü³türülebilir oldu-
§unu söylüyoruz ve bu ili³kiyi

|Ψ⟩ −→
SLOCC

|Φ⟩

ile gösteriyoruz. E§er hem |Ψ⟩, |Φ⟩'ye, hem de |Φ⟩, |Ψ⟩'ye stokastik dönü³türü-
lebiliyorsa, o zaman bu iki durumun stokastik denk (ya da SLOCC denk) ol-
du§unu söylüyoruz. Stokastik denklik, bir denklik ba§lant�s�. Birbirlerine denk
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olan bütün durumlar�n olu³turdu§u denklik kümesine SLOCC s�n�f� deniyor. Üç
kübit örne§inde, |W ⟩ durumuna denk olan bütün durumlar W s�n�f�n�, |GHZ⟩
durumuna denk olan bütün durumlarsa GHZ s�n�f�n� olu³turuyor.

Birçok aç�dan, çok tara�� durumlar�n dönü³ümlerinin analizi oldukça zor ol-
du§u için, SLOCC s�n��and�rmas� oldukça iyi bir yöntem. Üç kübit d�³�nda, dört
kübitin durumlar�n�n [Verstraete et al., 2002], iki kübitle herhangi bir üçüncü
sistemin durumlar�n�n [Miyake ve Verstraete, 2004] ve ba³ka baz� sistemlerin
SLOCC denklik s�n��and�rmas� da yap�lm�³t�r.

2.4 Tensör Rank� 2 Olan Durumlar�n Dönü³üm-
leri

�ki tara�� saf dolan�k durumlar�n dönü³ümleri, bu durumlar için oldukça stan-
dart bir Schmidt gösterimi oldu§u için oldukça iyi anla³�lm�³t�r. Buna kar³�n,
saf olmayan kar�³�k durumlar ile çok tara�� saf (ya da kar�³�k) durumlar�n dö-
nü³ümleri konusunda kar³�la³�lan matematiksel güçlükten kaynakl� olarak bü-
yük eksiklikler vard�r. Fakat, basitle³tirici baz� özellikleri sa§layan durumlar söz
konusu oldu§unda, bunlar�n dönü³ümleri için yeteri kadar geni³ bir genellikte
sonuçlar üretilebilmi³tir.

Bunlardan birisi, üç kübitin GHZ s�n�f� durumlar�n�n p kübite genelle³tirme-
sinden olu³an tensör rank� 2 olan durumlar [Turgut et al., 2010]. Bu durumlar
sadece iki çarp�m durumun süperpozisyonu olarak yaz�labiliyorlar ve dolay�s�yla
bunlar�n dönü³üm kurallar� görece kolay. Bu tip durumlar genel olarak ³u ³ekilde
ifade edilebilmektedir

|Ψ⟩ = 1

N
(|α1 ⊗ α2 ⊗ · · ·αp⟩+ z |β1 ⊗ β2 ⊗ · · ·βp⟩) . (2.9)

Burada |Ψ⟩, p tane kübitin bir durumu (p ≥ 3); z bir kompleks parametre;
|αi⟩ ve |βi⟩, i numaral� kübitin normalize edilmi³ durum ketleridir. Söz konusu
ketlerin ci = ⟨αi|βi⟩ say�s�n� reel ve negatif olmayan bir say� yapacak ³ekilde se-
çildi§i varsay�labilir. Böyle bir aç�l�mdaki ci parametresine i'inci kübitin kosinüs
parametresi deniyor.

Elde edilen sonuçlara göre, i'inci kübiti elinde tutan i'inci ki³i, yapt�§� ye-
rel ölçümle sadece z ve ci parametrelerini de§i³tirebiliyor, buna kar³�n di§er
kübitlerin kosinüs parametrelerini (yani j ̸= i olmak üzere cj de§erlerini) kesin-
likle de§i³tiremiyor. Görece karma³�k olmas�na kar³�n, gerçekten çok tara�� iki
durumun birbirlerine deterministik olarak dönü³türülebilme ko³ullar� kapal� bir
formda ifade edilebiliyor.

2.5 W-Tipi Durumlar�n Dönü³ümleri

Üç kübitin W durumunun p kübite genelle³tirilmesi ile a³a§�daki durumu elde
ederiz,

|Wp⟩ =
1
√
p
(|10 · · · 0⟩+ |01 · · · 0⟩+ · · ·+ |00 · · · 1⟩) . (2.10)

Bu durumdan stokastik olarak elde edilebilir tüm durumlara p kübitin W-tipi
durumlar� deniyor. Böyle bir durum, kübitlerin Hilbert uzaylar�ndaki bazlar�n

8



yeniden tan�mlanmas�yla, ³u ³ekilde ifade edilebilir,

|Φ(x)⟩ =
√
x0 |00 · · · 0⟩+

√
x1 |10 · · · 0⟩+

√
x2 |01 · · · 0⟩+ · · ·+√

xp |00 · · · 1⟩ .
(2.11)

Burada, x0, x1, . . . , xp negatif olmayan reel say�lar ve x sembolü p boyutlu reel
uzayda x = (x1, x2, . . . , xp) noktas�n� temsil ediyor. |Φ(x)⟩ durumunun norma-
lizasyon ko³ulu ile x0 = 1− (x1 + · · ·+ xp) olarak ifade edilebilir.

Böylece |Φ(x)⟩ durumunu p-boyutlu uzayda bir p-simpleksin noktalar� ile
e³le³tiriyoruz. Bu gösterimin en iyi taraf�, e§er durum iki tara�� bir dolan�k
durum de§il ise, duruma kar³�l�k gelen x noktas�n�n biricik olmas�. Bu, dolan�kl�k
dönü³ümleriyle ilgili çal�³may� kolayla³t�ran bir nitelik [K�nta³ ve Turgut, 2010].
Elde edilen sonuçlara göre, gerçekten çok tara�� durumlar olmak kayd�yla |Φ(x)⟩
durumunun |Φ(x′)⟩ durumuna deterministik olarak dönü³türülebilme gerek ve
yeter ³art�

xi ≥ x′i (bütün i = 1, 2, . . . , p için) (2.12)

olarak bulunmu³tur.
Bunun d�³�nda, tek bir taraf�n yapt�§� yerel kuantum operasyonlar� için de

basit bir kural yaz�labilmektedir. E§er, k numaral� kübiti elinde bulunduran
taraf, durum |Φ(x)⟩ iken yapaca§� bir yerel ölçüm ile pλ olas�l�klar�yla |Φ(xλ)⟩
durumlar�n� elde etmek istiyorsa, böyle bir dönü³ümü ancak ve ancak ³u ko³ullar
sa§land�§�nda gerçekle³tirebilir: Her λ için pozitif bir sλ say�s� vard�r öyle ki∑

λ

pλsλ = 1 , (2.13)

xλ,ℓ = sλxℓ (her ℓ ̸= k için), (2.14)∑
λ

pλ
√
sλxλ,0 ≥

√
x0 . (2.15)

Bu ba§lant�lar yard�m�yla W tipi durumlar için dolan�kl�k dönü³ümlerini in-
celemek kolayla³maktad�r. Ama, her ne kadar deterministik dönü³ümlerin ko-
³ullar�n� böylece elde etmek mümkün olsa da, olas�l�ksal ölçümler ya da son
durumlar aras�nda iki tara�� bir durumunun oldu§u hallerin incelenmesi hala
matematiksel olarak oldukça kar�³�kt�r.
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Bölüm 3

�ki Kübitin Kar�³�k
Durumlar�n�n SLOCC
S�n��and�rmas�

�ki tara�� saf durumlar için SLOCC s�n��and�rmas� oldukça basittir. Durumun
Schmidt aç�l�m�ndaki terim say�s�, yani Schmidt rank� ile SLOCC s�n��ar� ara-
s�nda bire bir ili³ki vard�r. Buna göre, ayn� Schmidt rank�na sahip iki durum
birbirlerine s�f�rdan farkl� olan bir olas�l�kla dönü³türülebilir. Buna ek olarak,
herhangi bir durum Schmidt rank� daha küçük olan herhangi ba³ka bir duruma
geri dönülemez bir biçimde indirgenebilir. Saf olan durumlar�n tersine, kar�³�k
olan durumlar için s�n��and�rma o kadar basit de§il. A³a§�da, sadece iki kübit
söz konusu oldu§unda kar�³�k durumlar�n s�n��and�rmas� incelenmektedir.

3.1 Problemin Tan�m�

Ali ve Berna birbirlerinden uzakta bulunan iki ki³i olsun. Ali'nin elinde bir
A kübiti, Berna'n�n elinde de bir B kübiti olsun. Bu iki kübitin ρAB yo§un-
luk operatörüyle gösterece§imiz bir durumunu dü³ünelim. Ali ve Berna, sadece
kendi kübitleri üzerinde yerel ölçümler yapabiliyor ve ölçüm sonuçlar�n� klasik
ileti³imle di§erine bildirebiliyor (yani, LOCC olarak niteledi§imiz dönü³ümleri
yap�yorlar). E§er, sadece durumlar aras�ndaki stokastik dönü³türülebilme ba§-
lant�s�yla ilgileniyorsak, o zaman klasik ileti³imin bu problemde herhangi bir
fonksiyonu yoktur. Ali ve Berna'n�n, ellerinde bulunan kübitlerin durumunu
ba³ka bir ρ′AB durumuna stokastik dönü³türebilmeleri için gerek ve yeter ³art
³öyledir: A ve B kübitlerinin Hilbert uzaylar� üzerine etkiyen öyle bir P = PA

ve bir Q = QB operatörü vard�r ki

ρ′AB = (P ⊗Q)ρAB(P
† ⊗Q†) (3.1)

ba§lant�s� sa§lanmaktad�r.
Bu ρ′AB durumu için, sadece A'n�n �ziksel özellikleriyle ilgilendi§imizde kul-

lanabilece§imiz indirgenmi³ yo§unluk matrisi, ρA = tr ρAB ³eklinde, B için olan
ρB matrisi de benzer ³ekilde tan�mlanmaktad�r. E§er, ilgili Hilbert uzaylar�, ρA
ve ρB tam ranka sahip ³ekilde seçilirse, P operatörünün tersinin var olmas� ³art�
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ile ρ′A matrisinin tam ranka sahip olma ³art� e³de§erdir. Benzer ³ekilde Q'nun
tersinin olmas� da ρ′B 'nin tam ranka sahip olmas�na denktir. Bu nedenle, e§er
denklem (3.1)'deki dönü³üm tersinebilir ise P ve Q operatörlerinin tersinir ol-
mas� ³artt�r. Bu ³art�n dönü³ümün tersinir olmas�n� do§al olarak gerektirdi§i
aç�k. Bu nedenle, ρAB ve ρ′AB durumlar�n�n SLOCC denk olmalar� için gerek
ve yeter ³art denklem (3.1)'i sa§layan tersinir P ve Q operatörlerinin bulunabil-
mesidir. Böyle bir durumda, ρAB ve ρ′AB operatörlerinin matris ranklar� da e³it
olacakt�r. Yani bu üç rank SLOCC denklik s�n��ar�n�n de§i³mezlerinden baz�la-
r�d�r. Bu türden de§i³mezlerin te³hisi analizi genel olarak kolayla³t�rmaktad�r.

3.1.1 Sa�a³t�r�lm�³ durumlar�n s�n��and�r�lmas�yla ili³ki

A ve B kübitlerinin herhangi bir ρAB kar�³�k durumu, daha büyük bir ABC siste-
minin saf bir durumu olarak temsil edilebilir. Burada C, ancilla olarak adland�r�-
lan, yeterince fazla say�da düzeyi olan, ço§unlukla hayali, üçüncü bir sistemdir.
K�sacas�, ABC sistemi için |Ψ⟩ABC ile gösterece§imiz bir saf durum bulabiliriz
öyle ki C sistemi gözard� edildi§inde AB için elde edilen indirgenmi³ yo§unluk
matrisi ρAB 'yi versin. Yani,

ρAB = trC (|Ψ⟩ ⟨Ψ|)ABC . (3.2)

Burada |Ψ⟩ABC sa�a³t�r�lm�³ durum olarak adland�r�l�yor. Tek bir sa�a³t�r�lm�³
durum yok. Fakat, bütün olas� sa�a³t�r�lm�³ durumlar C sistemi üzerinde bir üni-
ter operasyonla birbirlerine dönü³türülebilir. AB'nin kar�³�k durumlar�n�n sto-
kastik dönü³üm ba§lant�s�, sa�a³t�r�lm�³ durumlar arac�l�§�yla da ifade edilebilir.
E§er |Ψ⟩ABC durumu ρAB kar�³�k durmunun bir sa�a³t�rmas� ve |Ψ′⟩ABC du-
rumu da ρ′AB kar�³�k durumunun bir sa�a³t�rmas�ysa, o zaman ρAB 'nin ρ′AB 'ye
stokastik dönü³türülebilmesi için gerek ve yeter ³art,

|Ψ′⟩ABC = (P ⊗Q⊗ U) |Ψ⟩ABC . (3.3)

denklemi sa§lanacak ³ekilde C üzerinde bir yerel üniter U = UC ve A ile B
üzerinde yerel P = PA, Q = QB operatörlerinin bulunabilmesidir. E§er |Ψ⟩ABC

ve |Ψ′⟩ABC sa�a³t�r�c� durumlar� birbirlerinden ba§�ms�z ve rastgele bir biçimde
seçilmi³se, o zaman C üzerine etkiyen bir üniter U operatörünün kullan�lmas�
genel olarak zorunlu hale gelir. Yukar�dakine benzer ³ekilde, e§er ρAB ile ρ′AB

birbirlerine SLOCC denk ise, bu defa P ve Q operatörlerinin tersinir olmalar�n�
³art ko³mal�y�z.

Yukar�daki ba§lant�dan dolay�, AB kar�³�k durumlar�n�n SLOCC s�n��ar�,
ABC saf durumlar�n�n SLOCC s�n��ar�n�n alt kümeleridir. Dolay�s�yla, iki kübi-
tin kar�³�k durumlar�n�n SLOCC s�n��and�rmas�, do§al olarak 2× 2× n sistem-
lerin saf durumlar�n�n SLOCC s�n��and�rmas�yla [Miyake ve Verstraete, 2004]
yak�ndan ili³kili.

3.2 Kar�³�k Durumlar�n Destek ve Temsillerinin
�ncelenmesi

A ve B kübitlerinin iki boyutlu Hilbert uzaylar�n� HA ve HB sembolleriyle gös-
terelim. ρAB , bu iki kübitin kar�³�k bir durumu olsun. E§er ρAB 'nin matris rank�
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r ise (1 ≤ r ≤ 4), o zaman HAB = HA ⊗ HB uzay� içinde a³a§�daki denklemi
sa§layacak r tane |φi⟩ = |φi⟩AB vektörü bulunabilir:

ρAB =

r∑
i=1

|φi⟩ ⟨φi| . (3.4)

E§er bu ko³ul sa§lan�rsa, |φ1⟩ , . . . , |φr⟩ vektör listesinin ρAB için bir temsil olu³-
turdu§unu söyleyece§iz. Bu özelli§i sa§layan tek bir temsil yok, ama Schrödinger-
HJW teoremi denilen oldukça güçlü bir sonuç farkl� temsiller aras�ndaki ili³kiyi
basit bir ³ekilde ifade etmemize olanak sa§l�yor. E§er ρAB durumunun ba³ka bir
temsili

ρAB =

r∑
i=1

|φ̃i⟩ ⟨φ̃i| (3.5)

³eklindeyse, o zaman r×r boyutunda bir U üniter matrisi için |φ̃i⟩ =
∑r

j=1 Uij |φj⟩
ba§lant�s� sa§lan�r.

Bu temsillerin SLOCC s�n��and�rmas� aç�s�ndan önemi ³öyle aç�klanabilir.
Birbirlerine denklem (3.1) ba§lant�s�yla ba§l� ρAB ve ρ′AB gibi SLOCC denk iki
kar�³�k durumumuz olsun. E§er |φ1⟩ , . . . , |φr⟩ vektör listesi ρAB için bir temsil
olu³turuyorsa, o zaman

|φ′
i⟩ = (P ⊗Q) |φi⟩ . (3.6)

ile tan�mlanan vektörlerin olu³turdu§u |φ′
1⟩ , . . . , |φ′

r⟩ listesi de ρ′AB için bir tü-
retilmi³ temsil olu³turur.

Temel amac�m�z, her olas� kar�³�k durum için i³leri basitle³tirici özel bir temsil
seçmek. Bunun için, türetilme ba§lant�s�n�n bir özel temsili ba³ka bir özel temsile
ta³�yabilmesi gerekir. Bu ³artlar� sa§layan bir temsil var. E§er |φ1⟩ , . . . , |φr⟩
temsilinde ilk r − 1 vektör çarp�m ise, o zaman türetilme alt�nda bu özelli§in
de§i³meyece§i bellidir. Bunu yapabilmek her zaman mümkündür. Bunun temel
nedeni, HAB 'nin herhangi bir 2-boyutlu altuzay�nda mutlaka bir çarp�m durum
olabilmesi. Uygun bir üniter matris seçerek, temsilin birinci vektörü olan |φ1⟩'�
ρAB 'nin destek uzay�ndaki (yani, ρAB 'nin özvektörlerinin olu³turdu§u altuzay)
herhangi bir vektöre paralel olacak ³ekilde ayarlamak mümkün. Bu i³lemi devam
ettirerek, istenen özellikleri sa§layan bir temsilin her zaman bulunabilece§ini
görebiliriz.

�imdi, bu türden temsilleri kullanarak SLOCC s�n��ar�n� bulmaya çal�³aca-
§�z.

3.2.1 Matris rank� 1 olan durumlar

E§er ρAB 'nin rank� 1 ise, o zaman söz konusu durum bir saf durumdur. �ki
olas�l�k var. Ya durum bir çarp�m durumdur, ya da dolan�k bir durumdur. Her
iki olas�l�§�n kendi ba³�na bir SLOCC s�n�f� olu³turdu§u biliniyor. Dolay�s�yla,
a³a§�ya bu iki s�n�f� yazabiliriz.

• Saf Çarp�m: ρAB = |φ1⟩ ⟨φ1| ve |φ1⟩ bir çarp�m durum.

• Saf Dolan�k: ρAB = |φ1⟩ ⟨φ1| ve |φ1⟩ dolan�k bir durum.
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3.2.2 Matris rank� 2 olan durumlar

E§er rank 2 ise, dört de§i³ik olas�l�k söz konusu. Bunlardan iki tanesinde ρA
ve ρB indirgenmi³ yo§unluk matrislerinden birinin rank� 1 oldu§u için oldukça
basit s�n��ar elde ediliyor. Her iki halde ayr� bir SLOCC s�n�f� elde ediyoruz.

• Saf A, kar�³�k B: ρAB = (|α⟩ ⟨α|)A ⊗ σB ³eklinde. Burada |α⟩, A'n�n saf
bir durumu ve σ, B'nin kar�³�k bir durumu.

• Kar�³�k A, saf B: ρAB = σA ⊗ (|β⟩ ⟨β|)B ³eklinde. Burada da σ, A'n�n
kar�³�k bir durumu ve |β⟩, B'nin saf bir durumu.

Her iki durumda da ρAB dolan�k de§il.
Kalan di§er iki olas�l�k, ρAB 'nin destek altuzay� olan supp(ρAB)'deki çarp�m

durumlar�n say�s�na bakarak incelenebilir.

• W′: supp(ρAB) içinde birbirlerine paralel olmayan sadece bir tane çarp�m
durumu bulunabilir. Bu tip bir durumda, sa�a³t�r�lm�³ durum W s�n�-
f�ndad�r. Bu özelli§i sa§layan bütün kar�³�k durumlar�n bir SLOCC s�n�f�
olu³turdu§u a³a§�da gösterilmektedir.

• GHZ′: supp(ρAB) içinde birbirlerine paralel olmayan iki tane çarp�m du-
rumu bulunabilir. Bu tip bir durumda, sa�a³t�r�lm�³ durum GHZ s�n�-
f�ndad�r. Burada, bu özelli§i sa§layan sonsuz tane SLOCC s�n�f� oldu§u
gösterilecektir.

E§er supp(ρAB) birbirine paralel olmayan sadece 1 çarp�m durumu içeri-
yorsa, o zaman ρAB durumunun a³a§�daki özellikleri sa§layan bir |φ1⟩ , |φ2⟩
temsilini bulmak mümkündür. A ve B'nin Hilbert uzaylar�nda öyle vektörler
bulabiliriz ki

|φ1⟩ = |α1⟩A ⊗ |β1⟩B , (3.7)

|φ2⟩ = |α1⟩A ⊗ |β2⟩B + |α2⟩A ⊗ |β1⟩B , (3.8)

ba§lant�lar� sa§lans�n. Schrödinger-HJW teoremini kullanarak bu özellikleri sa§-
layan tek bir temsil oldu§unu gösterebiliriz.

E§er ρ′AB ayn� özelliklere sahip bir ba³ka kar�³�k durumsa (yani supp(ρ′AB)
içinde birbirlerine paralel olmayan sadece 1 çarp�m durumu varsa), o zaman

|φ′
1⟩ = |α′

1⟩A ⊗ |β′
1⟩B , (3.9)

|φ′
2⟩ = |α′

1⟩A ⊗ |β′
2⟩B + |α′

2⟩A ⊗ |β′
1⟩B . (3.10)

ba§lant�lar� sa§lanacak ³ekilde yeni |φ′
1⟩ , |φ′

2⟩, |α′
i⟩ and |β′

i⟩ vektörleri bulabiliriz.
Bu noktadan sonra, PA and QB operatörlerinin P |αi⟩ = |α′

i⟩ and Q |βi⟩ =
|β′

i⟩ (i = 1, 2) ko³ullar�n� sa§layacak ³ekilde tan�mlayabilir ve (3.1) denkleminin
sa§land�§�n� görebiliriz. K�sacas�, sa�a³t�r�lm�³ halleri W s�n�f�nda olan herhangi
iki kar�³�k durum SLOCC denktir.

E§er supp(ρAB) birbirine paralel olmayan iki çarp�m durumu içeriyorsa: O
zaman destek içinde |α1 ⊗ β1⟩ ve |α2 ⊗ β2⟩ gibi iki çarp�m durumu bulabiliriz.
E§er |φ1⟩ , |φ2⟩ ilk vektörü bir çarp�m olan bir temsilse, o zaman bu çarp�m vek-
törü bu iki vektörden biridir. �lki oldu§unu varsayarsak, bu temsilin vektörlerini
³u ³ekilde ifade edebiliriz,

|φ1⟩ = x1 |α1⟩A ⊗ |β1⟩B , (3.11)

|φ2⟩ = x2 |α1⟩A ⊗ |β1⟩B + x3 |α2⟩A ⊗ |β2⟩B , (3.12)
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Burada xi baz� kompleks say�lard�r. �imdi, |α1⟩A ve |α2⟩A vektörlerini yeniden
tan�mlayarak x1 = x3 = 1 seçebiliriz. Buna ek olarak, |φ2⟩ vektörünün faz fak-
törünü yeniden tan�mlayarak x2 say�s�n� da reel ve negatif olmayan bir biçimde
seçebiliriz. Tüm bu i³lemlerin sonucunda, temsili, uygun tek kübit vektörleri
cinsinden

|φ1⟩ = |α1⟩A ⊗ |β1⟩B , (3.13)

|φ2⟩ = k |α1⟩A ⊗ |β1⟩B + |α2⟩A ⊗ |β2⟩B , (3.14)

³eklinde ifade edebiliriz. Burada k reel bir say� (k ≥ 0). Bu a³amadan sonra, ne
yaparsak yapal�m k say�s�ndan ne kurtulabiliyoruz, ne de onu de§i³tirebiliyoruz.
Üstelik, yukar�daki ifadelerden bu say�n�n SLOCC de§i³mezi oldu§unu da hemen
görmek mümkün.

Buna ek olarak, bu say� seçti§imiz özel temsilden de ba§�ms�z. Bunun için
|φ̃1⟩ , |φ̃2⟩ vektörlerinin, ilk vektör çarp�m olacak ³ekilde ba³ka bir temsil olu³-
turdu§unu varsayal�m. Elbette bu çarp�m vektörü, olas� iki çarp�m vektöründen
biri. E§er bu ilk çarp�m vektörüyse, yani |φ̃1⟩ vektörü |α1 ⊗ β1⟩ vektörüne para-
lelse, o zaman her iki temsilin vektörlerinin birbirlerinin ayn� oldu§unu, sadece
faz faktörlerinin farkl� olabilece§ini gösterebiliriz. E§er ikinci olas�l�k söz konu-
suysa, yani |φ̃1⟩ vektörü |α2 ⊗ β2⟩ vektörüne paralelse, o zaman Schrödinger-
HJW teoremi gere§i, 2× 2 bir üniter V matrisiyle bu iki temsili ba§layabiliriz:

|φ̃i⟩ =
∑
j

Vij |φj⟩ (3.15)

�lk vektör üzerindeki ko³ul gere§i, bu matris ancak

V =
1√

1 + k2

[
−k 1
1 k

]
(3.16)

olabilir. Burada gereksiz faz faktörleri basitle³tirilmi³tir. Bu durumda yeni tem-
sil

|φ̃1⟩ =
1√

1 + k2
|α2⟩A ⊗ |β2⟩B , (3.17)

|φ̃2⟩ =
k√

1 + k2
|α2⟩A ⊗ |β2⟩B +

√
1 + k2 |α1⟩A ⊗ |β1⟩B , (3.18)

³eklinde ifade edilebilir. �lgili tek kübit vektörlerinin yeniden tan�mlanmas�yla
yine ayn� k de§erini elde ediyoruz. Yani, bu tür kar�³�k durumlar�n de§i³ik vek-
törlerle iki de§i³ik temsili var, ama her iki durumda da k de§eri ayn� kal�yor.

Son olarak, ayn� k de§erine sahip iki kar�³�k durumun birbirlerine SLOCC
denk oldu§unu göstermek gerekiyor. Ama, bir defa temsiller bulunduktan sonra,
P veQ operatörlerini yukar�daki örnekte oldu§u gibi tan�mlamak ve ondan sonra
da dönü³üm kural�n�n sa§land�§�n� göstermek gerekiyor. Ad�mlar ayn� oldu§u
için, bu tart�³ma tekrarlanmam�³t�r.

Son olarak, k de§erinin SLOCC de§i³mezi olmas� sonucunu bir de sa�a³t�-
ran üç kübit durumu aç�s�ndan görmek yararl� olacakt�r. Yukar�daki (3.13,3.14)
denklemlerinden sa�a³t�r�c� durumun bir GHZ s�n�f� durum oldu§u aç�k. Bu
durumlar için denklem (2.9)'deki gibi genel bir temsilimiz var. Bu temsillerde
ortaya ç�kan üç kosinüs parametresi var. Bu tür durumlar�n dönü³üm kural-
lar�na göre, Ali ve Berna sadece kendi parçac�klar�n�n kosinüs parametrelerini
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de§i³tirebiliyor ama hayali C parçac�§�n�nkini de§i³tiremiyorlar. Öyleyse, yani C
parçac�§�na sadece üniter dönü³ümler uygulan�yorsa, o zaman bu parçac�§�n ko-
sinüsü bir de§i³mezdir. E§er cC = cos γC dersek, o zaman k = cot γC oldu§unu
görürüz. Dolay�s�yla, iki temsildeki de§i³mez nicelikler temel olarak ayn�lar.

3.2.3 Matris rank� 3 olan durumlar

Matris rank� 3 olan ρAB durumlar�n� oldukça basit bir ³ekilde s�n��and�rabiliriz.
Burada supp ρAB destek altuzay� 3 boyutlu oldu§u için, bu altuzaya dik altu-
zay, yani (supp ρAB)

⊥ sadece 1-boyutludur. O halde, bu uzaydaki bir vektör ya
çarp�m olmal� ya da dolan�k olmal�d�r. Bu iki tür altuzay, stokastik dönü³üm-
ler alt�nda türünü korumaktad�r. Bu nedenle, SLOCC için bir ön s�n��and�rma
ad�na yo§unluk matrislerinin a³a§�da belirtilen iki türünü yazabiliriz.

• P⊥: (supp ρAB)
⊥ uzay�n�n bir çarp�m vektörü içerdi§i tür durumlar.

• E⊥: (supp ρAB)
⊥ uzay�n�n dolan�k bir vektör içerdi§i tür durumlar.

Yukar�dakilerden sadece ilk tür için kar�³�k yo§unluk matrisleri için standart
bir temsil bulmak mükün olabilmi³tir. Böylece, bu tür için reel bir k paramet-
resine ba§l� SLOCC s�n��ar�n�n oldu§u gösterilebilir.

Öncelikle P⊥ türü bir yo§unluk matrisi için, destek altuzay� supp ρAB 'nin
a³a§�daki özellikleri sa§lad�§� gösterilebilir.

1. Öyle bir |α1⟩A vektörü vard�r ki, |α1⟩A ⊗HB deste§in bir altuzay�d�r.

2. Öyle bir |β1⟩B vektörü vard�r ki, HA ⊗ |β1⟩B deste§in bir altuzay�d�r.

3. Yukar�daki iki altuzay�n kesi³imi de deste§in 1-boyutlu bir altuzay�d�r. Bu
alt-uzay |α1 ⊗ β1⟩ çarp�m vektörünü içermektedir.

Bunlar tespit edildikten sonra, ρAB için kullan�lacak temsilin belirlenmesi ko-
layla³maktad�r. Öncelikle, |φ1⟩ , |φ2⟩ , |φ3⟩ temsilinde ilk vektörü |α1 ⊗ β1⟩ çar-
p�m vektörüne paralel seçebiliriz. �kinci olarak, |φ2⟩ çarp�m vektörünü |α1⟩A ⊗
HB altuzay�n�n içinde seçebiliriz. Son vektör için art�k bir seçim ³ans�m�z kal-
maz. Kübitlerin içinde bulabilece§imiz vektörleri yeniden tan�mlayarak, a³a§�da
verilen temsile ula³�r�z.

|φ1⟩ = |α1⟩A ⊗ |β1⟩B , (3.19)

|φ2⟩ = |α1⟩A ⊗ |β2⟩B , (3.20)

|φ3⟩ = k |α1⟩A ⊗ |β2⟩B + |α2⟩A ⊗ |β1⟩B . (3.21)

Burada k reel ve negatif olmayan bir say�. Bu say�y�, yeniden tan�mlamalarla yok
etmenin ya da de§erini de§i³tirmenin imkan� yok. Üstelik bu da bir SLOCC de-
§i³mezi. Dolay�s�yla P⊥ türü yo§unluk matrisleri reel bir k parametresine ba§l�
sonsuz say�da SLOCC s�n�f�na sahip. Yine yukar�daki ³ekilde, ayn� k de§erine
sahip iki yo§unluk matrisinin birbirlerine SLOCC denk oldu§u gösterilebilir.

3.2.4 Tersinir olmayan stokastik dönü³ümler

Son olarak, tersinir olmayan stokastik dönü³ümler alt�nda s�n��ar�n nas�l de§i³-
ti§ini belirtmekte yarar var. Bu tür dönü³ümlerde denklem (3.1)'deki P ve Q
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rank 1
pure

entangled
pure

product

rank 2

GHZ′

k W′ pure A
mixed B

mixed A
pure B

rank 3

P⊥

k

E⊥

?

rank 4 ?

�ekil 3.1: �ki kübitin kar�³�k durumlar�n�n SLOCC s�n��ar�n�n ³ematik göste-
rimi. Çizgili bölgeler sürekli bir k parametresine ba§l� sonsuz say�da SLOCC
s�n�f�n�n oldu§unu gösteriyor. Çizgisiz bölgelerdeyse tüm küme tek bir SLOCC
s�n�f� olu³turuyor. Soru i³aretleri, henüz bilinmeyen bölgeleri gösteriyor. Çizgili
dikdörtgen içinde kalan s�n��ar ise tersinir olmayan stokastik dönü³ümlerde elde
edilebilecek olas� don durumlar�n ait oldu§u s�n��ar.
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operatörlerinden biri tersinir de§il, yani matris rank� 1. Hal böyle olunca, son
ρ′AB durumuna ait indirgenmi³ yo§unluk matrislerinden birinin de (veya her iki-
sinin de) rank� 1 olmal�. Bu ³ekilde olas� üç s�n�f var. Her üçü de, matris rank� 2
veya daha fazla olan bütün olas� durumlar�n dönü³ümleri sonucu elde edilebilir.

Sonuç olarak, elimizde iki kübitin kar�³�k durumlar�n�n SLOCC s�n��and�r-
mas� için tam olmayan ama baz� k�s�mlar� iyi bilinen bir resim var (�ekil 3.1).
Bu s�n��ardan baz�lar�n�n sürekli bir parametreye ba§l� olarak ç�kmas� ilginç bir
sonuç. Ama, yukar�da belirtildi§i gibi, en az�ndan GHZ′ s�n��ar� için, bu hayali
sistem üzerinde ölçüm türü çökmeye yol açabilecek i³lemlerin olmamas�, bununla
ba§lant�l� olarak da korunan sürekli bir parametrenin varl�§�yla aç�klanabilir.
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Bölüm 4

W S�n�f� Durumlar�n
Olas�l�ksal Dönü³ümleri

Birbirlerinden uzakta p ki³iye da§�t�lm�³ p kübitin a³a§�daki formda ifade edile-
bilen durumlar�n� dü³ünelim

|Φ(x)⟩ =
√
x0 |00 · · · 0⟩+

√
x1 |10 · · · 0⟩+

√
x2 |01 · · · 0⟩+ · · ·+√

xp |00 · · · 1⟩ .
(4.1)

Burada x = (x1, x2, . . . , xp), Rp uzay�nda yer alan ve kö³eleri (0, 0, · · · , 0),
(1, 0, · · · , 0), (0, 1, · · · , 0), . . ., (0, 0, · · · , 1) konumlar�nda bulunan simpleks içinde
bir noktad�r. Bu p kübiti ellerinde bulunduran ki³lerin gerçekle³tirdikleri ye-
rel operasyonlar sonucu durum ayn� niteli§ini koruyacak, x parametresi de bu
simpleks içinde belli bir da§�l�ma sahip olacakt�r. �deal amaç, LOCC ile ger-
çekle³tirilen dönü³ümler ile simpleks içindeki herhangi bir noktadan ba³layarak
hangi da§�l�mlar�n elde edilebilece§ini saptamakt�r. Fakat, tek bir ki³inin elde
etti§i dönü³ümü karakterize edebilmemize ra§men, bütün ki³ilerin ortakla³a ope-
rasyonlar� sonucu elde edebilecekleri da§�l�m hakk�nda tam bir karakterizasyon
mümkün olamam�³t�r. Sadece bu da§�l�m�n belli yönleri incelenebilmi³tir. A³a-
§�da, bu problem hakk�nda yap�lan çal�³malar�n sonuçlar� özetlenmi³tir.

4.1 Tek Bir Taraf�n Yapt�§� Dönü³üm �çin Yeni
Monotonlar

E§er sadece k numaral� kübit üzerinde yap�lan bir yerel ölçüm, pλ olas�l�kla
|Φ(xλ)⟩ durumlar�n�n elde edilmesine yol açm�³sa, o zaman her λ sonucu için
bir sλ ölçekleme parametresinin var oldu§u ve a³a§�daki özellikleri sa§lad�§�
bilinmektedir [K�nta³ ve Turgut, 2010].

sλ = 1 , (4.2)
√
sλxλ,0 ≥

√
x0 . (4.3)

Burada, ölçekleme parametresi, x'in di§er bile³enlerinin nas�l ölçeklendi§ini gös-
termektedir: xλ,ℓ = sλxℓ (ℓ ̸= k).

Yukaridaki ba§lant�lardan dolay� x'in di§er bile³enleri ortalamada sabit kal-
makta, yani xλ,ℓ = xℓ, buna kar³�n k numaral� bile³en azalmaktad�r: xλ,k ≤ xk.
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σ

τ

(1, 0)(−1, 0)

�ekil 4.1: σ�τ düzlemindeki yar�m daire.

E§er bütün olas� tara�ar�n yapt�klar� dönü³ümler dü³ünülürse, bütün bile³enle-
rin ortalamada azalmas� veya sabit kalmas� sonucunu elde ederiz.

E§er sadece tek bir taraf�n yapt�§� i³lemler söz konusuysa, ba³ka tür bir
parametrelendirme ile yeni monotonlar elde edilebilmektedir. Yukar�daki gibi k
taraf�n�n yapt�§� ölçümü dü³ünelim. Herhangi bir x durumu için

σ = 1− 2(x0 + xk) , (4.4)

τ = 2
√
x0(1− x0 − xk) , (4.5)

olarak tan�mlayal�m. Dolay�s�yla, iki parametre yerine yeni iki parametre bulu-
yoruz. Bu dönü³ümün tersi a³a§�daki gibidir.

x0 =
τ2

2(1 + σ)
, (4.6)

xk =
1− σ2 − τ2

2(1 + σ)
. (4.7)

Öncelikle, bu ba§lant�lar�n do§al sonucu olarak a³a§�daki e³itsizliklerin sa§lan-
mas� gerekti§ini belirtmekte yarar var.

σ2 + τ2 ≤ 1 , (4.8)

τ ≥ 0 . (4.9)

Bu e³itsizlikler iki boyutlu τ�σ diyagram�nda, birim dairenin üst yar�s�n� gös-
termektedir (Bak�n�z �ekil 4.1). Üstelik, τ ve σ de§erleri bu yar�m daire içindeki
herhangi bir noktada yer alabilir. Bu yar�m dairenin e§ri s�n�r� (yani σ2+τ2 = 1
e§risi), xk = 0 olan durumlar� yani k kübitinin di§erlerine dolan�k olmad�§�
durumlar� göstermektedir. Buna kar³�l�k, düz olan alt s�n�r (yani τ = 0 çizgisi)
ise x0 = 0 olan noktalar�, yani bir anlamda maksimal dolan�kl�§a sahip olan
durumlar� göstermektedir.

�ki özel kö³e de özel durumlara kar³�l�k gelmekte: (σ, τ) = (1, 0) kö³esi x0 =
xk = 0 ko³ulunun sa§land�§�, dolay�s�yla k kübitinin dolan�kl�§�n� kaybetti§i ama
di§er kübitler aç�s�ndan maksimal dolan�kl�§a sahip olunan bir noktad�r. Buna
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kar³�n, di§er kö³e, yani (σ, τ) = (−1, 0) kö³esi x0 + xk = 1 olan bir durumu
gösteriyor. Böyle bir durumda di§er tüm kübitlerin dolan�kl�§� kayboldu§u için,
bu temel olarak dolan�kl�§�n olmad�§� bir durumu temsil etmektedir (yani x =
(0, 0, . . . , 0) noktas�na denktir.)

�imdi k taraf�n�n bir yerel ölçüm gerçekle³tirdi§ini dü³ünelim. Bu dönü³üm,
yar�m dairede ³u ³ekilde görünecektir: Bir ilk (σ, τ) noktas� pλ olas�l�kla (σλ, τλ)
noktalar�na dönü³mektedir. Her bir sonuç için ölçekleme parametresinin

sλ =
1 + σλ
1 + σ

(4.10)

³eklinde ifade edilebilece§ini buradan görebiliriz. Buradan da dönü³ümün x nok-
tas�n�n yer ald�§� simpleks içinde nas�l bir da§�l�ma yol açt�§� görülebilir. Özetle,

x −→

{
pλ;

1 + σλ
1 + σ

(
x1, · · · , xk−1,

(1 + σ)(1− σ2
λ − τ2λ)

2(1 + σλ)2
, xk+1, · · · , xp

)}
(4.11)

Dolay�s�yla, (σ, τ) düzlemsel da§�l�m�n�n simpleksteki kar³�l�§� do§rusal olmayan
bir fonksiyon ile bulunabilir. Yani, elde edilen yeni parametreleme, simpleksin
2-boyutlu e§ri bir altkümesi üzerindeki da§�l�m� düzlemsel bir da§�l�m haline
getirmektedir.

Yeni parametrizasyonun belki de en önemli özelli§i, dönü³üm ko³ulunun τ�
σ düzlemi üzerinde basit bir konveks kombinasyon kural�na indirgenmesidir.
(4.2) ve (4.3) denklemleri

σλ = σ , (4.12)

τλ ≥ τ , (4.13)

olarak ifade edilebilir. Bu (σλ, τλ) noktalar�n�n a§�rl�k merkezinin (yani orta-
lama konumunun), (σ, τ) ilk noktas�n�n pozitif τ yönünde ötelenmi³ oldu§unu
söylüyor.

Buradaki ötelenme, idealde istenmeyecek bir niteli§e sahip, çünkü artan τ
de§eri genel olarak dolan�kl�§�n azalmas� anlam�na geliyor. Özellikle, determi-
nistik (σ, τ) −→ (σ, τ + ϵ) (ϵ ≥ 0) dönü³ümü, sadece k parçac�§�n�n dolan�kl�§�n�
azaltan, ama di§er parçac�klar�n dolan�kl�§�n� de§i³tirmeyen bir dönü³üm. Bu
parçac�§� elinde tutan birinin böyle bir dönü³ümü mutlaka gerekmedikçe kul-
lanmayaca§�n� dü³ünebiliriz. Bu ³art alt�nda, dönü³üm kural� sadece tek bir
sat�rda

(σλ, τλ) = (σ, τ) , (4.14)

olarak ifade edilebilir.
Böylece, sadece tek bir taraf�n yapt�§� dönü³ümler bir konveks analiz prob-

lemi olarak incelenebilir. Örnek olarak, k'�nc� taraf�n kendi parçac�§� üzerinde
gerçekle³tirece§i bir i³lemle, bütün kübitler aras�ndaki dolan�kl�§� yok etmek is-
tedi§ini dü³ünelim. En yüksek ba³ar� olas�l�§�n� elde etmek için k'�nc� taraf nas�l
bir ölçüm yapmal�d�r? Bu problemde, k'�nc� taraf�n elde etmek istedi§i durumun
(σ, τ) = (−1, 0) kö³esi oldu§u aç�kt�r (Bak�n�z �ekil 4.2). Bu kö³eyi en yüksek
olas�l�kla elde etmek için iki sonuçlu bir ölçümün yap�lmas�, sonuçlardan birinin
q olas�l�kla (−1, 0) kö³esini, 1 − q olas�l�kla da çember üzerindeki bir noktay�
vermesi gerekmektedir. Bu geometrik problemin çözümünden,

q =
1− σ2 − τ2

2(1 + σ)
= xk (4.15)
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σ

τ

(−1, 0)

�ekil 4.2: σ�τ düzlemindeki dönü³üm. �çi bo³ nokta ilk durumu, di§er iki nokta
da olas� son durumlar� gösteriyor.

oldu§u görülebilir.

4.2 x0 = 0 Yüzündeki Dönü³ümler

W tipi durumlar�n dönü³ümlerinde konveks analizin tekrar ortaya ç�kt�§� bir
ba³ka yer de x0 = 0 yüzündeki dönü³ümlerdir. Bu yüz üzerinde x noktas�n�n
bile³enleri x1 + x2 + · · ·+ xp = 1 ba§lant�s�n� sa§lar. Bu yüzey üzerindeki nok-
talar�n deterministik dönü³ümler aç�s�ndan maksimal dolan�kl�§a sahip oldu§u
daha önce bulunmu³tu [K�nta³ ve Turgut, 2010]. Dolay�s�yla, bu yüzey üzerinde
deterministik dönü³üm söz konusu de§ildir. Bu yüz üzerindeki noktalar�n basit-
le³tirici özelli§i, yüz üzerindeki herhangi bir dönü³üm halinde denklem (4.3)'in
her halükarda sa§lanmas�. Bu nedenle, sadece lineer bir özelli§e sahip denk-
lem (4.2)'nin sa§lanmas� yeterli olmaktad�r. Bu nedenle, sadece tek bir taraf�n
uygulad�§� dönü³ümler söz konusu oldu§unda, ortada tek bir parametre (yani
ölçekleme parametresi s) olmaktad�r. Bu, ölçüm sonras� ortaya ç�kan tüm yeni
durumlara kar³�l�k gelen noktalar�n tek bir do§ru üzerinde oldu§unu gösteriyor.

Öncelikle notasyonu sabitle³tirmekte yarar var. Herhangi bir taraf k için
Kk ile bu yüz üzerinde olup sadece k'�nc� bile³eni 1 olan kö³e kastedilecektir.
Yani, K1 = (1, 0, . . . , 0), K2 = (0, 1, . . . , 0), vs. Bu noktalar, bahsi geçen yüzün
ekstrem noktalar�d�r. Bu yüz de bu p adet noktan�n konveks kombinasyonundan
olu³an bir (p − 1)-simplekstir. Yüz üzerindeki herhangi bir x noktas�n�, do§al
olarak

x = x1K
1 + x2K

2 + · · ·+ xpK
p (4.16)

³eklinde ifade edebiliriz. E§er ilk duruma kar³�l�k gelen nokta x noktas�ysa ve
k taraf� bir yerel ölçüm yapm�³, bunun sonucu olarak pλ olas�l�kla sλ ölçekleme
parametresi elde edilmi³se, o zaman son durumlara kar³�l�k gelen bütün noktalar
Kk ile x noktalar�ndan geçen do§ru üzerinde bulunur,

xλ = (1− sλ)K
k + sλx , (4.17)
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KA = (1, 0, 0) KB = (0, 1, 0)

KC = (0, 0, 1)

�ekil 4.3: Üç kübit için x0 = 0 yüzü bir e³kenar üçgendir.

ve do§al olarak, bütün sonuçlar�n a§�rl�k merkezi ilk noktadad�r, yani

xλ = x (4.18)

denklemi sa§lan�r.
Bu son sonuç, bütün tara�ar�n birbiri ard� s�ra yapabilece§i bütün i³lem-

lere uygulanabilir. Yani, e§er verilen bir ilk noktadan bir da§�l�m elde edilmi³se,
da§�l�mdaki bütün noktalar�n a§�rl�kl� ortalama noktas� her zaman ilk noktada
yer al�r. Bu ölçüt oldukça basit olmas�na kar³�n, tersi bu kadar basit de§ildir.
Yani, bu yüz üzerinde, a§�rl�kl� ortalamalar� x noktas�n� veren bir da§�l�m veril-
di§inde, tara�ar�n ardarda uygulayacaklar� bir dizi dönü³ümle x ilk durumunu
verilen da§�l�ma dönü³türebilir miyiz? Cevab�n hay�r oldu§unu bir kaç basit ör-
nek üzerinden görmek mümkün. Buna kar³�n, baz� özel da§�l�mlar için, özellikle
tara�ar aras�ndaki protokolün belli oldu§u dönü³ümler için yukar�da anlat�lan
basitle³tirici ba§lant� kullan�labilir.

4.2.1 W s�n�f� durumlardan çift tara�� dolan�k durumlar�n

sentezi

Örnek olarak, verilen bir W s�n�f� durumdan çe³itli çift tara�� dolan�k durumlar�n
sentezi problemini ele alal�m [Chitambar, 2011]. Analizi basitle³tirmek için, söz
konusu durumlar�n üç kübite ait oldu§unu dü³ünelim (p = 3). Bahsi geçen x0 =
0 yüzü üç kö³eli bir üçgen olu³turacakt�r (bak�n�z �ekil 4.3). Kübitleri A, B ve C
olarak adland�r�rsak, o zaman üçgenin kö³eleriKA, KB ve KC ile gösterilecektir
(). Bu üçgendeki bir x noktas�na kar³�l�k gelen bir |Φ(x)⟩ durumumuz olsun. Bu
parçac�klar� ellerinde bulunduran Ali, Berna ve Cem bu parçac�klar�n durumunu
çift tara�� bir duruma indirgemek istiyorlar, ama bu çift tara�� durumun hangi
iki kübit aras�nda ortaya ç�kaca§�yla ilgilenmiyorlar.

Bu yüz üzerinde çift tara�� durumlar�n üçgenin kenarlar�nda oldu§unu be-
lirtelim. Örne§in, A ve B aras�ndaki bir çift tara�� durum için xC = 0 olmal� ve
dolay�s�yla x noktas� KA ile KB kö³elerini birle³tiren kenar üzerinde olmal�d�r.
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KA KB

KC

T CA

TAB

TBC

PA

PB

PC

�ekil 4.4: Sonsuz ad�mda gerçekle³en ve çok tara�� W tipi bir durumu üç farkl�
iki tara�� duruma dönü³türen protokol.

Söz konusu çift tara�� durum o halde

|Φ(x)⟩ = xA |100⟩+ xB |010⟩ (4.19)

olacakt�r.
Elde edilecek çift tara�� durumlar�n kenarlar üzerindeki TAB, TBC ve TCA

noktalar�na kar³�l�k geldi§ini dü³ünelim. �zlenmesi gereken protokol, a³a§�da
aç�klanan ve sonsuz ad�mdan olu³an bir i³lem silsilesi gerektiriyor (ayr�ca �ekil
4.4'e bak�n�z). Parçac�klar�n ilk durumuna kar³�l�k gelen noktay� PB ile göste-
relim. (Bu notasyonun tam nedeni a³a§�da aç�§a ç�kacak.)

(1) Önce Ali A parçac�§� üzerinde bir ölçüm yapar. Bunun sonucu olarak PB

noktas�nda olan durum belli olas�l�klarla PC veya TBC 'ye çöker. Bu ola-
s�l�klar�n s�ras�yla 1− p ve p oldu§unu varsayal�m. Bu dönü³ümü sembolik
olarak

PB −→ (1− p)PC + pTBC (4.20)

ile gösterece§iz. Elbette, bu düzlemdeki noktalar olarak PB = (1−p)PC+
pTBC ba§lant�s�n�n sa§lan�yor olmas� gerekmekte.

(2) E§er Ali'nin ölçümü TBC çift tara�� durumu elde etmi³sse, i³lem bitmi³tir.
Aksi halde, e§er PC elde edilmi³se, bu defa Berna bir ölçüm yaparak

PC −→ (1− q)PA + qTCA (4.21)

dönü³ümünü gerçekle³tirir.

(3) E§er bir önceki ad�mda PA elde edilmi³se, o zaman Cem bir ölçüm yaparak

PA −→ (1− r)PB + rTAB (4.22)

dönü³ümünü gerçekle³tirir.
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(4) E§er Cem'in ölçümü sonucu PB elde edilmi³se, o zaman 1. ad�ma geri
dönülür. Ali, en ba³tan ayn� ölçüm i³lemine ba³lar.

Dolay�s�yla, bu protokolde Ali, Berna ve Cem s�rayla arka arkaya ölçüm al�-
yorlar. E§er ölçümlerden birinde çift tara�� bir dolan�k durum elde edilmi³se
duruyorlar; yoksa, devam ediyorlar. Bir tur sonucunda, (1−p)(1− q)(1− r) ola-
s�l�kla, sanki hiçbir ³ey olmam�³ gibi tekrar ilk duruma geri dönmeleri mümkün.
Geri kalan olas�l�klarla da üç çift tara�� durumdan birini elde ediyorlar. Elbette,
sonsuzda bu üç durumdan birini elde etmi³ olmalar� kesinlik kazan�yor. Hangi
çift tara�� durumun hangi olas�l�kla elde edilece§i sorusuysa, yukar�daki olas�l�k-
lardan elde edilecek serilerin hesab�ndan, veya do§rudan konveks kombinasyon
kural�ndan elde edilebilir.

PB = p′TBC + q′TCA + r′TAB (4.23)

ifadesi p′+q′+r′ = 1 ko³ulu sa§lanacak ³ekilde sadece tek bir çözüme sahip. Bu
denklemden elde edilecek p′ ifadesi TBC durumunu dam�tma olas�l�§�n� verir,
vs.

Yukar�daki protokol, PA, PB ve PC noktalar�n�n birbirlerine çok yak�n ol-
du§u zamanlarda da uygulanabilir. Fakat, böyle olmas� halindeçift tara�� bir
durum elde etmek için izlenmesi gereken ortalama ad�m say�s� artacakt�r. Bu
dezavantaj bir kenara b�rak�ld�§�nda, bu üç noktan�n çak�³t�§� bir protokolü de
dü³ünmek mümkün. E§er

PA = PB = PC = x (4.24)

dersek, elde edilecek çift tara�� durumlar�n

TAB =
1

1− xC
(xA, xB , 0) , (4.25)

TBC =
1

1− xA
(0, xB, xC) , (4.26)

TCA =
1

1− xB
(xA, 0, xC) (4.27)

oldu§u görülebilir. Konveks kombinasyon ba§lant�s�n� kullanarak x noktas�ndan
ba³alayarak, yukar�daki çift tara�� durumlar�

p′ =
1

2
(1− xC) , (4.28)

q′ =
1

2
(1− xA) , (4.29)

r′ =
1

2
(1− xB) (4.30)

olas�l�klarla elde edebiliriz. Ama, elbette, bu çok uzun bir u§ra³� gerektirir.
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Bölüm 5

Sonuç

Dolan�kl�k, kuantum kuram�n�n bize bah³etti§i, tüm yerellik anlay�³�m�z� zorla-
yan önemli bir kavram. Son 20 y�ld�r ivmelenen kuantum bilgi kuram� alan�ndaki
çal�³malar, kuantum kuram�n�n o güne kadar sadece garip ve farkl� olarak ni-
telenen özelliklerinin ayn� zamanda yararl� ve kullan�³l� oldu§unu göstermi³tir.
Bu nedenle, bu kavramlar�n gelecekte her gün kulland�§�m�z teknolojik uygu-
lamalara girmesi kaç�n�lmaz görünmektedir. Bu amaçla, dolan�kl�§�n niteli§inin
anla³�lmas� ve bunun niceliksel olarak ölçülmesi, gelecekte olas� bu tür uygula-
malar için çok gereklidir. Bu projede, çok tara�� sistemlerdeki dolan�kl�§�n baz�
yönleri incelenmi³ ve baz� yeni bulgulara ve yakla³�mlara ula³�lm�³t�r.

Öncelikle, ³imdiye kadar incelenen en önemli sistem olan iki kübitin kar�³�k
durumlar�n�n stokastik dönü³ümler alt�ndaki s�n��and�r�lmas� tart�³�lm�³ ve bu-
nun çok tara�� saf durumlar�n dolan�kl�§� ve bunlar�n dönü³ümüyle ilgisi kurul-
mu³tur. Burada kar³�la³�lan baz� olas�l�klarda, reel bir parametreye ba§l� sonsuz
tane SLOCC s�n�f�n�n oldu§u görülmü³tür. Dolay�s�yla, sadece iki taraf�n yerel
imkanlarla yapaca§� dönü³ümlerde, çok küçük bir olas�l�kla olsa bile de§i³ti-
remeyecekleri baz� niceliklerin var oldu§u saptanm�³t�r. Bu noktan�n, iki kübi-
tin pratikte kullan�labilecek sa�a³t�r�lmas� i³lemlerinde uygulamalar� söz konusu
olabilir.

Bundan sonra W tipi saf durumlar�n dönü³ümleri incelenmi³tir. Baz� hal-
lerde, bu durumlar�n dönü³üm kurallar� konveks geometrik bir dile dönü³türü-
lebilmektedir. Problemi görselle³tirdi§i için, böyle bir basitle³tirmenin oldukça
yararl� olaca§� aç�kt�r. Bu yakla³�mla, W tipi durumlardan çift tara�� dolan�k
durumlar�n sentezi problemi incelenmi³tir.

Projenin kapsam�nda olan kontrollü �³�nlama gibi uygulamalar da bu süreç
içinde çal�³�lm�³t�r. Fakat, GHZ durumuyla gerçekle³tirilebilen kontrollü �³�n-
laman�n W tipi durumlar için % 100 bir ba³ar�yla gerçekle³mesinin imkans�z
oldu§u görülmü³tür. Bundan sonra, maksimum ba³ar�yla �³�nlama problemine
yo§unla³�lm�³, fakat bunun da maksimum olas�l�kla çift tara�� Bell çiftleri elde
etme problemine e³de§er oldu§u görülmü³tür. Bu nedenle, ileri a³amalarda, yu-
kar�da da ifade edilen çift tara�� dolan�k durumlar�n elde edilmesi problemine
yo§unla³�lm�³t�r. Bu problemin de genel bir durum söz konusu oldu§unda bek-
lendi§i kadar kolay olmad�§� ve analitik bir ifade ç�karman�n oldukça zor oldu§u
görülmü³tür. Sonuç olarak problem, 4'üncü bölümde anlat�lan maksimal durum-
lar için incelenmi³tir.

Projede biri yüksek lisans, di§eri doktora ö§rencisi iki bursiyer desteklenmi³-
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tir. Yüksek lisans ö§rencisi, bu proje konular�ndan bir yüksek lisans tezi yazm�³
ve derecesini alm�³t�r. Doktora ö§rencisinin de proje kapsam�nda çal�³t�§� prob-
lemleri, yazaca§� tezinde kullanmas� beklenmektedir.
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Öz
Çok tara�� durumumlar�n sadece yerel i³lemler ve klasik ileti³im yard�m�yla
(LOCC) dönü³türülmesi probleminin baz� yönleri incelenmi³tir. Öncelikle, iki
kübitin kar�³�k durumlar�n�n stokastik LOCC (SLOCC) dönü³ümleri incelenmi³ ve
bu sistemdeki stokastik dönü³üm denklik s�n��ar� ortaya ç�kar�lm�³t�r. Baz�
denklik s�n��ar�nda SLOCC alt�nda de§i³meyen reel parametrelerin var oldu§u
gözlenmi³tir. Bundan sonra W tipi durumlar�n olas�l�ksal dönü³ümlerinin baz�
yönleri incelenmi³tir. Tek bir taraf�n gerçekle³tirdi§i dönü³ümler için iki
boyutlu bir yar�m daire içinde de§erler alan yeni monotonlar bulunmu³tur.
Buna ek olarak, deterministik dönü³ümler alt�nda maksimal olan durumlar�n
olu³turdu§u yüz üzerindeki dönü³ümler ifade edilmi³ ve bunlar�n oldukça basit
konveks geometrik yorumlar� oldu§u gösterilmi³tir. Daha sonra bu yakla³�m, W
s�n�f� bir durumdan çift tara�� dolan�k durumlar�n sentezi problemine
uyarlanm�³t�r.

Anahtar Kelimeler: Dolan�kl�k, Çok tara�� dolan�kl�k, Klasik ileti³im yard�m�yla
yerel i³lemler, LOCC, SLOCC, GHZ durumu, W durumu, Dolan�kl�k dönü³ümleri.
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