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Onsoz

TUBITAK tarafindan desteklenen 110T335 numarali bu projede ¢ok tarafli
dolanik durumlarin yerel iglemlerle déniigiimlerinin baz 6zellikleri kuramsal ola-
rak incelenmigtir.
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Ozet

Cok tarafli durumumlarin sadece yerel iglemler ve klasik iletigim yardimiyla
(LOCC) déniistiiriilmesi probleminin bazi yénleri incelenmistir. Oncelikle, iki
kiibitin karigik durumlarinin stokastik LOCC (SLOCC) déniigtimleri incelenmig
ve bu sistemdeki stokastik doniigiim denklik siniflart ortaya cikarilmigtir. Baz
denklik siniflarinda SLOCC altinda degigsmeyen reel parametrelerin var oldugu
gozlenmigtir. Bundan sonra W tipi durumlarin olasiliksal doéniigiimlerinin bazi
yonleri incelenmigtir. Tek bir tarafin gerceklestirdigi doniisiimler i¢in iki boyutlu
bir yarim daire icinde degerler alan yeni monotonlar bulunmustur. Buna ek ola-
rak, deterministik doniisiimler altinda maksimal olan durumlarin olugturdugu
yiz lizerindeki doniigiimler ifade edilmis ve bunlarin oldukga basit konveks ge-
ometrik yorumlar: oldugu gosterilmigtir. Daha sonra bu yaklagim, W sinifi bir
durumdan cift tarafli dolanik durumlarin sentezi problemine uyarlanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Dolaniklik, Cok tarafli dolaniklik, Klasik iletigim yar-

dimiyla yerel iglemler, LOCC, SLOCC, GHZ durumu, W durumu, Dolaniklik
doniiglimleri.
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Abstract

Some aspects of the transformations of entangled states by local operati-
ons assisted with classical communication (LOCC) are investigated. First, the
stochastic LOCC (SLOCCQ) classification of mixed states of two qubits is inves-
tigated. It is observed that some of the SLOCC classes depend on a continuous
real parameter which appears as a SLOCC invariant. The relations of these
to the transformations of GHZ type states are explained. After that, some as-
pects of the probabilistic transformations of W type states are investigated. For
transformations carried out by a single party, a new pair of monotones have
been identified. These monotones take values in a semicircle and behave in a
better way. Also, the transformation rules on the facet of maximally entangled
W type states are obtained. On this facet, all transformation rules reduce to a
single simple rule that has a nice interpretation in convex geometry. This app-
roach has been applied to the problem of distillation of bipartite states from a
W type state.

Keywords: Entanglement, Multipartite entanglement, Local operations assis-
ted with classical communication, LOCC, SLOCC, GHZ state, W state, En-
tanglement transformations.



Boliim 1
Giris

1.1 Dolaniklik

Kuantum kuraminin sadece bu kurama 6zgili kavramlarindan birisi ve belki de
bunlardan en 6nemlisi dolanikliktir. Birden ¢ok sistemin kuantum durumlar:
arasindaki korelasyonu ifade eden dolaniklik, klasik olasihik dagilimlarinda goz-
lemlenemeyecek ozellikler icermektedir. Dolanikligin tarihte ilk defa bir ¢alig-
mada yer aldigi Einstein, Podolsky ve Rosen’in klasiklegmiy EPR makalesi de
[Einstein et al., 1935] aslinda dolanikliga 6zgi bu garip korelasyonlarinin bir in-
celemesidir. 1960’1 yillarda John Bell, buldugu esitsizliklerle bu korelasyonlari
nicellegtirerek bunlarin klasik korelasyonlardan ne derecede farkli oldugunu gos-
termigtir [Bell, 1964, Bell, 1993]. Daha sonraki yillarda yapilan Aspect deney-
leri gibi [Aspect et al., 1981, Aspect et al., 1982a, Aspect et al., 1982b] cesitli
deneyler, doganin da tipki kuantum kuraminin isaret ettigi sekilde davrandi-
gin1, dolayisiyla doganin da ayni derecede garip, klasik olarak aciklanamayan
korelasyonlar icerdigini gostermigtir.

1990’lh yillarda ivmelenerek artan kuantum bilgisayarlar ve kuantum bilgi
kurami alanindaki caligmalar, dolaniklikla ilgili hem kuramsal hem de deneysel
cok sayida caligmanin yapilmasina vesile olmugtur. Bu calismalardan ¢ikan belki
de en Génemli sonug, dolanikligin sadece kuantum kuraminin ilging bir pargasi
olmadiginin, ayni zamanda bir takim uygulamalarda da kullanildiginin anlagil-
magidir. Bu uygulamalardan hig giiphesiz en énemlisi kuantum bilgisayarlardir.
Klasik hesaplama yontemleriyle ¢oziilmesi zor olan bazi problemler kuantum al-
goritmalarla daha kolay bir gsekilde ¢oziilebilmektedir. Bu algoritmalarin ortak
ozelligi, bilgisayarin temel hafiza elemanlar: olan kiibitlerin, algoritmanin degi-
sik adimlarinda, birbirleriyle dolanik duruma girmesidir. Klasik algoritmalardan
daha iyi performans sergileyen ¢ogu kuantum algoritmasinda dolaniklik sarttir.
Kuantum bilgisayarlarin gerceklegtirilmesinde de kargilagilan en énemli problem
de, bu dolanik durumlarin, uyum kaybina (decoherence) ugramadan yeteri kadar
uzun bir siire, yani algoritma tamamlanana kadar devam ettirilebilmesidir.

Ama, elbette dolanikligin en karakteristik y6nii, birbirinden uzakta bulunan
sistemler arasinda da var olabilmesidir. Ustelik, s6z konusu sistemlerin cevreyle
etkilesmeleri bir gekilde engellenirse, bu sistemlerin dolanik olan durumlar1 dogal
olarak uzun bir siire devam edebilir. Bu nedenle, aralarinda ¢ok biiyiik mesafeler
olan sistemler arasinda bile, bu mesafeden bagimsiz olarak dolanikliga 6zgi



korrelasyonlar gecerlidir. Bu y&niiyle dolaniklik bir “kaynak” olarak kargimiza
cikmaktadir. Degigik uygulamalarda kullanilabilen ve bdylece harcanabilen, ama
istendigi kadar kolay {iretilemeyen bir kaynak.

1.2 Kuantum Isimlama ve Yogun Kodlama

Dolanikligin bir kaynak olarak karsimiza ciktigi en 6nemli uygulama kuantum
iginlamadir [Bennett et al., 1993]. Isinlamadaki amag belli bir yerde bulunan
bir sistemin kuantum durumunu uzaktaki bir yerde bulunan bagka bir sisteme
aktarmaktir. Bir sistemin kuantum durumu, bir kuantum bilginin o sisteme kod-
lanmas olarak diigiiniilebilecegi icin, bu problem kuantum bilgi-igleminin olagan
bir uygulamasidir. Elbette bu tip durumlarda, s6z konusu sistemin bu kuantum
durumuna nasil getirildigini, yani kodlanan bilginin icerigini bilmedigimizi var-
saylyoruz.

S6z konusu bilgi klasik bir bilgi olsaydi, bunu 6lgerek 6grendikten sonra,
geligmisg iletisim araglarindan birini kullanarak istedigimiz herhangi bir yere ile-
tebilirdik. Ama, 6lgme sistemin kuantum durumunu degistirecegi, dolaysiyla
sakli kuantum bilgiyi yok edecegi icin bunu kullanmamiz olanaksiz. Ustelik, ku-
antum bilginin kopyasinin bile ¢ikarilmasinin miimkiin olmadiginmi ifade eden
[Wootters ve Zurek, 1982] bir sonucumuz oldugu i¢in, yapilmas: gereken tek sey
bilgiyi bir sistemden digerine aktarmaktir. Bunu gerceklestirmenin bilindik y6n-
temi, sistemleri birbirleriyle fiziksel etkilegime sokup, sonra da bu etkilegimi dik-
katli bir gekilde ayarlayarak bilginin diger sisteme gegmesini saglamaktir. Dola-
yistyla, daha &nce hig bir iletigimin olmadig1 uzak bir yere bir kuantum bilgisini
transfer etmek istiyorsak, uygulanabilecek temel yontem s6z konusu kuantum
durumunu bir parcaciga aktarip (bu ig i¢in en uygun pargaciklar fotonlar), bu
parcacigl géndermektir. Iki yer arasinda, bir parcacik alis verisi yardimmyla ku-
antum bilgisi tagiyan iletisim kanallarina bir kuantum kanal: deniyor.

Bazi hallerde kuantum bilgiyi transfer etmek i¢in bir kuantum kanal kullan-
mak miimkiin olmayabilir (6rnegin, s6z konusu yerler birbirlerinden ¢ok uzakta
olabilir, ya da bagka nedenlerle bir kuantum kanalin kullanilmas: engellenmis
olabilir). Eger, daha onceki bir zamanda bir gekilde dolanik duruma sokulmusg
iki sistem bu iki yerde bulunuyorsa, o zaman 1ginlama yéntemiyle ti¢iincii bir sis-
temin kuantum durumunu herhangi bir kuantum kanal kullanmadan diger yere
transfer etmek miimkiin olabilir. Genellikle tartigmalar sdz konusu sistemlerin
iki diizeyli parcaciklar (kiibit) oldugu hal tizerinden ytriitiiliiyor. Dolayisiyla, iki
arkadag Ali ve Berna’min birbirlerinden ¢ok uzakta bulunduklarini, ama bunla-
rin ellerindeki A ve B kiibitlerinin agagidaki dolanmik durumda bulundugunu
diigiinelim.

1
7

Buna ek olarak, Ali'nin elinde bir bagka C kiibitinin oldugunu, fakat bunun
bilinmeyen

W) ap = %(|O>A®|O>B+‘1>A®|1>B) = — (100) +[11)) . (1.1)

[6)c = al0) +b[1) (1.2)

durumunda bulundugunu varsayalim. Burada a ve b degerleri bilinmeyen sabit-
lerdir.



CAB kiibitlerinin sahip oldugu saf durum su gekilde ifade edilebilir.
1
|6) e @ W) 45 = \ﬁ (a|000) 4+ @ 011) 4+ b|100) + b|111}) (1.3)

= 575 (100 +11n)c @
T (100) = 1)) ©
+(101) +[10)) o4 ®
+(101) = [10)) o4 ®

1) — b0 )B) (1.4)

Bu ifade 1gmlamanin nasil yapilacagim acikca gostermekte. Oncelikle Ali, elinde
tuttugu C ve A parcaciklari lizerinde, agagida ifadeleri verilen Bell taban du-
rumlarina ¢okmeyi saglayacak gekilde bir 6l¢iim yapar.

B 1
V2 V2

Ali’nin yaptig iglem bir yerel kuantum operasyonu olarak adlandirihiyor. Bu
Olciim sadece Ali’nin fiziksel olarak erigebildigi CA kiibitleri {izerinde yapiliyor.
Berna’nin elinde bulunan B kiibiti ile Ali’nin temas etmesi miimkiin degil. Fakat,
dolanikligin dogasi geregi B kiibitinin durumu da bu islem sonucu bagka bir
duruma c¢okiiyor. Dolayisiyla, bu agamada Berna’nin elindeki B kiibiti agagidaki
4 olas1 durumdan birinde

|®%) = — (J00) £[11)) |UE) = — (|01) £]10)) . (1.5)

al)£b[1) ,  all)£b[0) . (1.6)

Ali’nin 6l¢iim sonucunu bilmeden Berna’nin bu durumu kullanmasi miimkiin de-
gil. Bu nedenle, Ali'nin 4 olasi sonugtan hangisini elde ettigi bilgisini klasik bir
iletigim kanahyla (6rnegin telefonla) Berna’ya iletmesi gerekiyor. Berna, bu bil-
giye dayali olarak, elindeki B kiibiti iizerine agagidaki 4 olasi iiniter déniigimden
birini uyguluyor.

I, o, , Ox Oy - (1.7)

Sonucta, B kiibiti, C’nin ilk basta sahip oldugu duruma giriyor.

[Yson)p = al0)p +b[1)p . (1.8)

Bu protokolde Ali ve Berna’nin yardimlagarak yiiriitebilecekleri iglemlerin
hepsine klasik iletigimle destekli yerel kuantum iglemleri (Local Operations as-
sisted with Classical Communication, LOCC) deniyor. Iginlama uygulamasinda
kargilagtigimiz, Ali’nin 6lgiimii ve Berna’nin {initer doniiglimleri yerel operas-
yonlarin; Ali'nin Berna’ya bilgi iletmesiyse klasik iletisimin 6rnegi. Dolanikligin
kullanildig1 uygulamalarda dogal olarak bu tiirden iglemler s6z konusu oluyor.
Isinlama, bu iglemlerin basit bir gekilde siralandig: iglemlere 6rnek. Daha kar-
magik iglemlerde, Ali’nin yanminda Berna’nin da 6l¢iim yapmast ve bu 6l¢iimiin
sonuclarinin Ali’ye iletilmesi, hatta bu tiirden Ol¢iimlerin Ali ve Berna tarafin-
dan sirasiyla ardarda bir ¢ok defa yapilmasi da miimkiin. Cok tarafli dolanik
durumlarin doniigiimlerinde kargimiza cikan bir olasik bu.

Yogun kodlama uygulamas: [Bennett ve Wiesner, 1992] iginlamanin tam tersi
sirada uygulanan bir protokole sahip. Burada da Ali ve Berna baglangicta bir
dolanikhga sahipler. Istenen sey Ali’nin Berna’ya klasik bir bilgi iletmesi. Ali'nin



elindeki A kiibiti iki diizeyli bir sistem oldugu i¢in, normalde bu kiibite ancak
bir bitlik bir klasik bilgi depolanabilir. Ama, A kiibiti B ile dolanik oldugu i¢in,
Ali elinde olmasa bile B’nin durumunu belli gekillerde degistirebilme yetene-
gine sahip. Bu durumda da, Ali, fiziksel olarak hi¢ bir temasi olmasa dahi A
ve B’nin ortak durumlarini uygun bir gekilde degigtirerek AB sistemine 2 bitlik
klasik bilgi kodlayabiliyor. Bundan sonra, Ali elindeki A kiibitini bir kuantum
iletigim kanali tizerinden Berna’ya gonderiyor. Dolayisiyla, sadece bir kiibit gon-
dererek iki klasik biti kars: tarafa iletmig oluyor. Yogun kodlamanin énemi, bize
dolanikligin icinde barindirdig: yerel olmayan dogasini goéstermesi.



Bolum 2

Dolaniklik Dontusumleri

Birbirlerinden uzakta bulunan Ali ve Berna’nin ellerinde A ve B parcaciklar
olsun. Bu iki pargacik da dolanik bir |¥) , , durumunda bulunsun. Ali ve Berna
klasik iletisimle destekli yerel kuantum iglemleri (yani LOCC) kullanarak bu du-
rumu bagka bir |®) , 5 durumuna déniigtiirebilirler mi? Hangi olasihikla doniis-
tiriirler? Dolaniklik déniigimlerinin temel konusu bu problemdir. Bu problem
dolanikligin ileride olabilecek uygulamalarinda énemli bir yere sahip. Ornegin,
1sinlama ve yogun kodlama gibi dolanikligin kullanildigl uygulamalarda sadece
maksimal dolanikhiga sahip belli durumlar kullanilabiliyor. Eger, AB’nin ilk du-
rumu |¥) , 5 bu 6zellige sahip degilse, o zaman 6ncelikle durumun bu 6zellige
sahip bir |®) ,; durumuna doniigtiirilmesi ihtiyact doguyor. Bu ihtiyac dogal
olarak var, ¢linkii dolanikligin birbirlerinden uzaktaki kigilere dagitilma agama-
sinda parcaciklarin yol alacag: kuantum iletisim kanallari giiriiltii icerebilir. Bu
nedenle, saf bir durum gonderilmesine kargin, dagitim bittiginde parcaciklar ka-
rigik bir p4p durumuna sahip olabilirler. Oyleyse, 6ncelikle bir saflagtirma iglemi
yapilarak [Bennett et al., 1996b], parcaciklar saf bir |¥) , 5 durumuna indirgen-
meli, bundan sonra da |¥) , 5 durumu istenen |®) , 5 durumuna déniigtiirilmeli.
Gelecekte ihtiyag olabilecek bu tiirden déniigtimleri gergeklegtirebilmek i¢in do-
laniklik déniigiimlerinin biitiin yonlerinin anlagilmas: gerektigi aciktir.

Buna ek olarak déniigiimler dolanikligin bir dl¢iisiinii elde etmek icin temel
bir dayanak noktasi olugturuyor. Sadece LOCC kullanarak dolanik olmayan iki
parcacigl dolanik bir duruma sokmak miimkiin degil; dolaniklik sadece kuantum
kanallar yoluyla aktarilabilen bir kaynak. Buna benzer gekilde, sadece LOCC
kullanarak iki parcacigin icerdigi dolaniklik miktarini artirmak miimkiin degil.
Bu anlamda, bu doniisiimlerin sadece dolanikligi azaltabilecegi noktasindan ha-
reketle, donaliklik i¢in bir 6l¢i elde edildigini sdyliiyoruz. Temel olarak, eger |¥)
durumunu |®) durumuna déniigtiiriilebiliyorsa, bu halde |¥)’nin |®)’den daha
dolanik oldugunu soyeleyebiliriz.

2.1 Asimptotik Doniisiimler

Bu 6lciinlin somutlagtigi cesitli senaryolar séz konusu. Asimptotik senaryoda,
Ali ve Bernamin ellerinde sadece tek bir AB c¢ifti degil, aym1 |¥) durumuna
sahip olan ¢ok sayida cift var. Bunlardan da, yine ¢ok sayida |®) ¢iftini yeteri
kadar yiiksek dogrulukla elde etmek istiyorlar. Bennett ve arkadaglarinin iki



tarafli dolanik durumlar {izerindeki asimptotik doniiglimleri inceledikleri caligma
[Bennett et al., 1996a], bu rejimde sadece tek bir dolaniklik Ol¢iisti oldugunu
gosteriyor. Tki tarafl |U) ,p durumunun agagidaki gekilde bir Schmidt acilimi
oldugunu varsayalim.

W) ap = Z Vziloi) 4 ® |Bi) g (2.1)

i=1

Burada, {|a;) 4}, A’nin Hilbert uzayinda bir ortonormal kiime, {|53;) 4} ise B’nin
Hilbert uzayinda bir ortonormal kiime ve Schmidt katsayi olarak adlandirilan
x; degerleriyse porzitif sayilardir. Buradaki terim sayisiysa durumun “Schmidt
ranki” veya “tensor ranki” olarak adlandirilmaktadir. Bu durum igin dolaniklik
entropisi Ol¢iisii

E(W) = —z;log, x; (2.2)
=1

seklinde ifade edilmektedir. Burada normalizasyon, bir Bell durumu icin 6l¢i
1 olacak sekilde se¢ilmigtir. Bu nedenle, E(¥) degeri |¥) durumunun asimp-
totik rejimde ka¢ Bell durumuna egdeger oldugunu sdylemektedir. Asimptotik
doniigim yaklagimi uygulama acisindan énemli olmasina kargin, sadece saf iki
tarafli durumlarin 6l¢iisii olarak somut bir formiile sahip. Karisik durumlarin ve
cok tarafli durumlarin [Bennett et al., 2000] dolamikhginin dl¢iilmesi s6z konusu
oldugunda problem matematiksel olarak oldukca karmagiklagmaktadir.

2.2 Tek Kopya Doniigiimleri

Ikinci bir olast senaryo tek kopya déniisiimleri. Yani, Ali ve Berna’nin elinde
sadece AB parcacik ¢ifti var. Buna ek olarak, hedef durumun yaklagik olarak
degil, kesin olarak elde edilmesi isteniyor. Lo ve Popescu’nun 6ncii caligmasindan
[Lo ve Popescu, 2001] sonra Nielsen bu tiirden deterministik doniigiimlerle ilgili
sonucu elde etti. Bu doniigiimlerde birden c¢ok sayida nicelik igin igine giriyor.
Oncelikle, Schmidt acilimi (2.1) denklemindeki gibi olan bir |¥) durumu igin,
Schmidt katsayilarimin kiiglikten biiytige dogru siralandigim varsayarsak (yani
<@g <o <)

Fk(lp):lj—'—l‘g-f-—‘rﬂfk ) (]4121,2,,77,) (23)

seklinde bir dizi nicelik tanimlaniyor. Nielsen, bir |¥) ,, durumunun, |®),,
hedef durumuna deterministik olarak (yani % 100 olasilikla) doniistiiriilebilmesi
i¢in gerek ve yeter sartin, majorizasyon baglantilar: olarak da adlandirilan

Fio(0) > Fu(®) ,  (k=1,2,...,n) (2.4)

sartlarinin hepsinin saglanmasi oldugunu gostermistir. Bundan bir siire sonra
olasiliksal doniigtimlerle ilgili sonuclar elde edilmistir. Oncelikle, verilen bir |¥) , 5
durumundan, |®) , 5 hedef durumunu elde etme olasilig

() By (YD) Fo (V)
b= <F1<<I>>’ R@) Fn@))

(2.5)



olarak bulunmugtur [Vidal, 1999]. Bundan sonra da biitiin olasiliksal déniigiim
kurali elde edilmigtir. Verilen bir |¥) , 5 durumundan p, olasilikla |®,) , du-
rumlari elde edilebilmesi icin gerek ve yeter sartin

Fp(9) 2 paFr(®a) , (k=1,2,...,n) (2.6)

oldugu gosterilmistir [Jonathan ve Plenio, 1999].

Biitiin bu tek-kopya (deterministik veya olasiliksal) dontsgiimlerde protokol
yapisi oldukca basittir. Once Ali bir Slgiim yapar. Sonra, Ali élciim sonucunu
klasik iletigim kanalini kullanarak Berna’ya iletir. En sonunda da Berna yerel
bir {initer doniigiim gergeklegtirir. Buna alternatif olarak, ilk &l¢iimii Ali yerine
Berna da alabilir. Goriildiigi lizere, iki tarafli dolanik saf durumlar i¢in hem de-
terministik hem de olasiliksal tek-kopya doniisiim kurallar:i tamamen bilinmek-
tedir. Ama, tipki asimptotik doniigiimlerde oldugu gibi, burada da sonuglarin
karigik ve cok tarafli durumlara genigletilmesinde biiyiik gii¢liik yaganmaktadar.

2.3 SLOCC Siniflar:

Cok tarafli, yani 3 ya da daha ¢ok sayida sistemin dolanikliginda daha degisik
dolaniklik tiirleriyle kargilagilmaktadir. Diir ve arkadaglart 3 kiibitin ¢ok tarafl
durumlar1 arasinda birbirlerine LOCC ile déniigtiiriillemeyecek tiirde durumlar
oldugunu kegfettiler [Diir et al., 2000]. Bu amacla 6rnek verilen dolanik durum-
lardan ilki W-durumu olarak bilinen

1

V3

durumudur. Buna ek olarak Greenberger-Horne-Zeilinger (GHZ) durumu olarak
adlandirilan

W) (1100) + |010) + [001)) (2.7)

1
V2
durumu da [Greenberger et al., 1989] ti¢ kiibitin girebilecegi olasi durumlardan
bir digeri. Diir ve arkadaglari, Ali, Berna ve Cem adindaki ii¢ kigiye dagitilan
A, B ve C kiibitlerinin |WW) durumunda olmas1 halinde, bu ii¢ kiginin sadece
yerel olgiimler ve klasik iletisim yardimiyla ¢ok kiigiik bir olasilikla bile olsa
|GHZ) durumunu elde edemeyeceklerini gosterdiler. Benzer gekilde, eger ilk du-
rum |GHZ) ise, bu defa da LOCC ile |W) durumunu sifirdan farkl bir olasilikla
elde etmek miimkiin degil. Bu iki durum, ii¢ kiibitin farkli dolaniklik tiirlerini
temsil ediyorlar.

Dolanik durumlar arasindaki bu tiirden iligkiler stokastik ddniigiimler ola-
rak adlandiriliyor. Eger ilgili parcaciklari ellerinde bulunduran kigiler, sadece
LOCC ile bir |¥) ilk durumunu, |®) son durumuna sifirdan farkli bir olasilikla
doniigtiirebiliyorlarsa, bu halde |¥)nin |®)’ye stokastik donistirilebilir oldu-
gunu soyliiyoruz ve bu iligkiyi

IGHZ) = — (|000) + [111)) (2.8)

V) ot 1P
ile gosteriyoruz. Eger hem |U), |®)’ye, hem de |®), |¥)’ye stokastik doniigtiiri-
lebiliyorsa, o zaman bu iki durumun stokastik denk (ya da SLOCC denk) ol-
dugunu soyliiyoruz. Stokastik denklik, bir denklik baglantisi. Birbirlerine denk



olan biitiin durumlarm olusturdugu denklik kiimesine SLOCC sinafi deniyor. Uc
kiibit drneginde, |W) durumuna denk olan biitiin durumlar W sinifini, |GHZ)
durumuna denk olan biitlin durumlarsa GHZ sinifini olugturuyor.

Bircok acidan, cok tarafli durumlarin déniistimlerinin analizi oldukga zor ol-
dugu icin, SLOCC smiflandirmasi oldukea iyi bir yéntem. Ug kiibit diginda, dért
kiibitin durumlarimin [Verstraete et al., 2002], iki kiibitle herhangi bir {igiincii
sistemin durumlarmmin [Miyake ve Verstraete, 2004] ve bagka bazi sistemlerin
SLOCC denklik simiflandirmas: da yapilmigtir.

2.4 Tensor Ranki 2 Olan Durumlarin Dontisiim-
leri

Iki tarafl saf dolanik durumlarin déniisiimleri, bu durumlar icin oldukca stan-
dart bir Schmidt gosterimi oldugu i¢in oldukga iyi anlagilmigtir. Buna karsin,
saf olmayan karigik durumlar ile ¢ok tarafli saf (ya da karngik) durumlarin do-
niiglimleri konusunda kargilagilan matematiksel giiclitkten kaynakli olarak bii-
yik eksiklikler vardir. Fakat, basitlestirici bazi 6zellikleri saglayan durumlar s6z
konusu oldugunda, bunlarin déniigiimleri icin yeteri kadar genis bir genellikte
sonuglar iiretilebilmigtir.

Bunlardan birisi, {i¢ kiibitin GHZ sinifi durumlarinin p kiibite genellestirme-
sinden olugan tensor rank: 2 olan durumlar [Turgut et al., 2010]. Bu durumlar
sadece iki ¢arpim durumun siiperpozisyonu olarak yazilabiliyorlar ve dolayisiyla
bunlarin déniigiim kurallar: gérece kolay. Bu tip durumlar genel olarak su sekilde
ifade edilebilmektedir

|\Il>:%(\al®a2®---Oép>+z|51®52®"'5p>) . (2.9)

Burada |¥), p tane kiibitin bir durumu (p > 3); z bir kompleks parametre;
|a;) ve |5i), @ numaral kiibitin normalize edilmig durum ketleridir. S6z konusu
ketlerin ¢; = {(a;|B;) sayisim reel ve negatif olmayan bir say1 yapacak sekilde se-
¢ildigi varsayilabilir. Béyle bir acilimdaki ¢; parametresine ¢’inci kiibitin kosiniis
parametresi deniyor.

Elde edilen sonuglara gore, 7’inci kiibiti elinde tutan ¢’inci kisi, yaptig1 ye-
rel dlgiimle sadece z ve c¢; parametrelerini degistirebiliyor, buna karsin diger
kiibitlerin kosiniis parametrelerini (yani j # ¢ olmak iizere c¢; degerlerini) kesin-
likle degistiremiyor. Gorece karmagik olmasina kargin, gercekten gok tarafli iki
durumun birbirlerine deterministik olarak doniistiiriilebilme kosullar1 kapali bir
formda ifade edilebiliyor.

2.5 W-Tipi Durumlarm Doniisiimleri

Ug kiibitin W durumunun p kiibite genellestirilmesi ile asagidaki durumu elde
ederiz,

€
VP
Bu durumdan stokastik olarak elde edilebilir tiim durumlara p kiibitin W-tipi
durumlar: deniyor. Boyle bir durum, kiibitlerin Hilbert uzaylarindaki bazlarin

|Wp) = (J10---0) +101---0) +---+1]00---1)) . (2.10)



yeniden tamimlanmasiyla, su gekilde ifade edilebilir,

B (%)) = /T [00---0) + /&1 [10---0) + /T3 [01---0) + - - + /Z [00 - - - 1)

(2.11)
Burada, xo, x1, ..., x, negatif olmayan reel sayilar ve x sembolii p boyutlu reel
uzayda x = (21,2, ...,2p) noktasini temsil ediyor. |®(x)) durumunun norma-

lizasyon kogulu ile g = 1 — (21 + - - - + z,) olarak ifade edilebilir.

Boylece |®(x)) durumunu p-boyutlu uzayda bir p-simpleksin noktalar1 ile
eslegtiriyoruz. Bu gosterimin en iyi tarafi, eger durum iki tarafli bir dolanik
durum degil ise, duruma kargilik gelen x noktasinin biricik olmasi. Bu, dolaniklik
doniigiimleriyle ilgili caligmay1 kolaylagtiran bir nitelik [Kintag ve Turgut, 2010].
Elde edilen sonuclara gore, gercekten ¢ok tarafli durumlar olmak kaydiyla |®(x))
durumunun |®(x’)) durumuna deterministik olarak doniigtiiriilebilme gerek ve
yeter garti

z; > x; (biitiin i = 1,2,...,p icin) (2.12)

olarak bulunmustur.

Bunun diginda, tek bir tarafin yaptigi yerel kuantum operasyonlari icin de
basit bir kural yazilabilmektedir. Eger, £ numarali kiibiti elinde bulunduran
taraf, durum |®(x)) iken yapacag bir yerel olglim ile py olasihiklaryla |®(x)))
durumlarini elde etmek istiyorsa, béyle bir doniigiimii ancak ve ancak gu kogullar
saglandiginda gerceklegtirebilir: Her A i¢in pozitif bir sy sayis1 vardir dyle ki

ZPAS,\ =1, (2.13)
A
xTae = saxe (her ¢ # k i¢in), (2.14)
Zp,\,/s,\mko 2 \/.% . (2.15)
A

Bu baglantilar yardimiyla W tipi durumlar i¢in dolaniklik d&niigiimlerini in-
celemek kolaylagmaktadir. Ama, her ne kadar deterministik doniigiimlerin ko-
sullarini boylece elde etmek miimkiin olsa da, olasiliksal Olgiimler ya da son
durumlar arasinda iki tarafli bir durumunun oldugu hallerin incelenmesi hala
matematiksel olarak oldukca karigiktir.



Bolum 3

Iki Kiibitin Karisik
Durumlarinin SLOCC
Siniflandirmasi

Iki tarafli saf durumlar icin SLOCC smflandirmasi oldukea basittir. Durumun
Schmidt agilimindaki terim sayisi, yani Schmidt rank: ile SLOCC siniflar1 ara-
sinda bire bir iligki vardir. Buna gore, ayni Schmidt rankina sahip iki durum
birbirlerine sifirdan farklh olan bir olasilikla doniigtiiriilebilir. Buna ek olarak,
herhangi bir durum Schmidt rank: daha kii¢iik olan herhangi bagka bir duruma
geri doniilemez bir bigimde indirgenebilir. Saf olan durumlarin tersine, karigik
olan durumlar i¢in simflandirma o kadar basit degil. Asagida, sadece iki kiibit
s6z konusu oldugunda karigik durumlarin siniflandirmasi incelenmektedir.

3.1 Problemin Tanimi

Ali ve Berna birbirlerinden uzakta bulunan iki kisi olsun. Ali’nin elinde bir
A kiibiti, Berna’nin elinde de bir B kiibiti olsun. Bu iki kiibitin pap yogun-
luk operatoriiyle gosterecegimiz bir durumunu diigiinelim. Ali ve Berna, sadece
kendi kiibitleri iizerinde yerel 6lgiimler yapabiliyor ve 6l¢lim sonuglarini klasik
iletigimle digerine bildirebiliyor (yani, LOCC olarak niteledigimiz déniigtimleri
yapiyorlar). Eger, sadece durumlar arasindaki stokastik doniistiiriilebilme bag-
lantisiyla ilgileniyorsak, o zaman klasik iletisimin bu problemde herhangi bir
fonksiyonu yoktur. Ali ve Berna’nin, ellerinde bulunan kiibitlerin durumunu
bagka bir p/y 5 durumuna stokastik doniigtiirebilmeleri i¢in gerek ve yeter sart
sOyledir: A ve B kiibitlerinin Hilbert uzaylar {izerine etkiyen 6yle bir P = P4
ve bir Q = @Qp operatoril vardir ki

pap = (P®Q)pas(P Q) (3.1)

baglantisi saglanmaktadir.

Bu p/4 g durumu igin, sadece A’mn fiziksel 6zellikleriyle ilgilendigimizde kul-
lanabilecegimiz indirgenmig yogunluk matrisi, pa = tr pap seklinde, B i¢in olan
pp matrisi de benzer gekilde tanimlanmaktadir. Eger, ilgili Hilbert uzaylari, pa
ve pp tam ranka sahip sekilde secilirse, P operatoriiniin tersinin var olmasi sarti
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ile p/4 matrisinin tam ranka sahip olma sart1 egdegerdir. Benzer gekilde Q’nun
tersinin olmasi da pz’nin tam ranka sahip olmasina denktir. Bu nedenle, eger
denklem (3.1)’deki déniiglim tersinebilir ise P ve () operatorlerinin tersinir ol-
mas1 sarttir. Bu sartin doniiglimiin tersinir olmasini dogal olarak gerektirdigi
acik. Bu nedenle, pap ve p'yp durumlarinin SLOCC denk olmalar i¢in gerek
ve yeter sart denklem (3.1)’i saglayan tersinir P ve ) operatérlerinin bulunabil-
mesidir. Boyle bir durumda, pap ve p/4 5 operatérlerinin matris ranklar1 da esit
olacaktir. Yani bu ii¢ rank SLOCC denklik siniflarinin degismezlerinden bazila-
ridir. Bu tiirden degigsmezlerin teghisi analizi genel olarak kolaylagtirmaktadir.

3.1.1 Saflagtirilmig durumlarin smiflandirilmasiyla iligki

A ve B kiibitlerinin herhangi bir p4p karigik durumu, daha biiyiik bir ABC siste-
minin saf bir durumu olarak temsil edilebilir. Burada C, ancilla olarak adlandiri-
lan, yeterince fazla sayida diizeyi olan, ¢cogunlukla hayali, iigiincii bir sistemdir.
Kisacasi, ABC sistemi i¢in |¥) , 5 ile gosterecegimiz bir saf durum bulabiliriz
Oyle ki C sistemi gozard: edildiginde AB icin elde edilen indirgenmis yogunluk
matrisi pap’yi versin. Yani,

pap = trc (V) (¥]) spo - (3.2)

Burada |¥) , 5 saflagtirilmig durum olarak adlandiriliyor. Tek bir saflagtirilmig
durum yok. Fakat, biitiin olasi saflagtirilmig durumlar C sistemi {izerinde bir {ini-
ter operasyonla birbirlerine doniigtiiriilebilir. AB’nin karigitk durumlarinin sto-
kastik doéniiglim baglantisi, saflagtirilmig durumlar araciligiyla da ifade edilebilir.
Eger |V) , 5 durumu pap kangik durmunun bir saflagtirmas ve [¥') , 5 du-
rumu da py 5 karigik durumunun bir saflagtirmasiysa, o zaman p4p’nin p/, 3’ve
stokastik doniigtiiriilebilmesi icin gerek ve yeter gart,

U ype = PRQAU)|¥) spc - (3.3)

denklemi saglanacak sekilde C iizerinde bir yerel iiniter U = Ug ve A ile B
tizerinde yerel P = P4, @ = @ p operatorlerinin bulunabilmesidir. Eger |¥) , 5
ve |U') 4 5o saflagtiricr durumlar birbirlerinden bagimsiz ve rastgele bir bicimde
secilmigse, o zaman C tzerine etkiyen bir iiniter U operatoriiniin kullanilmas:
genel olarak zorunlu hale gelir. Yukaridakine benzer sekilde, eger pap ile p/4p
birbirlerine SLOCC denk ise, bu defa P ve @ operatorlerinin tersinir olmalarini
sart kogmaliyiz.

Yukaridaki baglantidan dolayi, AB karigtk durumlarmin SLOCC simiflar,
ABC saf durumlarimin SLOCC simiflarinin alt kiimeleridir. Dolayisiyla, iki kiibi-
tin karigik durumlarinin SLOCC simflandirmasi, dogal olarak 2 x 2 X n sistem-
lerin saf durumlarinin SLOCC siniflandirmasiyla [Miyake ve Verstraete, 2004]
yakindan iligkili.

3.2 Karisik Durumlarin Destek ve Temsillerinin
Incelenmesi

A ve B kiibitlerinin iki boyutlu Hilbert uzaylarin1 H 4 ve Hp sembolleriyle gos-
terelim. pap, bu iki kiibitin karigik bir durumu olsun. Eger p4p’nin matris ranki
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rise (1 <r <4), ozaman Hap = Ha ® Hp uzay1 i¢inde agagidaki denklemi
saglayacak r tane |@;) = |¢;) 45 vektorii bulunabilir:

pap = Z lpi) (@l - (3.4)

Eger bu kosul saglanirsa, |p1) , ..., |¢r) vektor listesinin pap igin bir temsil olug-
turdugunu soyleyecegiz. Bu 6zelligi saglayan tek bir temsil yok, ama Schrédinger-
HJW teoremi denilen oldukga giiclii bir sonug farkli temsiller arasindaki iligkiyi
basit bir gekilde ifade etmemize olanak saglyor. Eger p4p durumunun bagka bir
temsili

PAB = Z |@i) (Bil (3.5)

seklindeyse, o zaman r X7 boyutunda bir U tiniter matrisi i¢in |@;) = Z;Zl Uij l¢j)
baglantisi saglanir.

Bu temsillerin SLOCC siiflandirmasi agisindan nemi goyle agiklanabilir.
Birbirlerine denklem (3.1) baglantisiyla bagli pap ve p/s 5 gibi SLOCC denk iki
karigtk durumumuz olsun. Eger |¢1), ..., |¢,) vektor listesi pap icin bir temsil
olugturuyorsa, o zaman

lpi) = (P Q) lpi) - (3.6)

ile tanimlanan vektdrlerin olusturdugu |¢}),...,|¢.) listesi de p/y 5 igin bir tii-
retilmig temsil olugturur.

Temel amacimiz, her olasi karigik durum icin igleri basitlestirici 6zel bir temsil
secmek. Bunun i¢in, tiiretilme baglantisinin bir 6zel temsili bagka bir 6zel temsile
tagiyabilmesi gerekir. Bu sartlari saglayan bir temsil var. Eger |¢1),..., @)
temsilinde ilk » — 1 vektdr carpim ise, o zaman tiiretilme altinda bu 6zelligin
degismeyecegi bellidir. Bunu yapabilmek her zaman miimkiindiir. Bunun temel
nedeni, H 4 p’nin herhangi bir 2-boyutlu altuzayinda mutlaka bir carpim durum
olabilmesi. Uygun bir {initer matris secerek, temsilin birinci vektorii olan |p1)1
pap’nin destek uzayindaki (yani, pap’nin dzvektorlerinin olugturdugu altuzay)
herhangi bir vektore paralel olacak gekilde ayarlamak miimkiin. Bu islemi devam
ettirerek, istenen Ozellikleri saglayan bir temsilin her zaman bulunabilecegini
gorebiliriz.

Simdi, bu tiirden temsilleri kullanarak SLOCC simiflarimt bulmaya calisaca-
giz.

3.2.1 Matris ranki 1 olan durumlar

Eger pap'nin ranki 1 ise, o zaman séz konusu durum bir saf durumdur. ki
olasilik var. Ya durum bir carpim durumdur, ya da dolanik bir durumdur. Her
iki olasiligin kendi bagina bir SLOCC smifi olugturdugu biliniyor. Dolayisiyla,
agagiya bu iki sinifi yazabiliriz.

e Saf Carpim: pap = |p1) (¢1] ve |p1) bir carpim durum.

e Saf Dolanmik: pap = |p1) (¢1] ve |p1) dolamk bir durum.
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3.2.2 Matris ranki 2 olan durumlar

Eger rank 2 ise, dort degisik olasilik séz konusu. Bunlardan iki tanesinde p4
ve pp indirgenmis yogunluk matrislerinden birinin ranki 1 oldugu i¢gin oldukca
basit siniflar elde ediliyor. Her iki halde ayr1 bir SLOCC sinifi elde ediyoruz.

e Saf A, karisik B: pap = (Ja) (@]) 4 ® op geklinde. Burada |a), A'nin saf
bir durumu ve o, B’nin karigik bir durumu.

e Karigik A, saf B: pap = 04 ® (|8) (8|) 5 seklinde. Burada da o, A’nin
karigik bir durumu ve |8), B’nin saf bir durumu.

Her iki durumda da pap dolanik degil.
Kalan diger iki olasilik, p 4 5'nin destek altuzayi olan supp(pap)’deki carpim
durumlarin sayisina bakarak incelenebilir.

e W’: supp(pap) i¢inde birbirlerine paralel olmayan sadece bir tane ¢arpim
durumu bulunabilir. Bu tip bir durumda, saflagtirilmis durum W sini-
findadir. Bu 6zelligi saglayan biitiin karigitk durumlarin bir SLOCC siifi
olusturdugu agagida gosterilmektedir.

e GHZ': supp(pap) i¢inde birbirlerine paralel olmayan iki tane ¢carpim du-
rumu bulunabilir. Bu tip bir durumda, saflagtirilmig durum GHZ simi-
findadir. Burada, bu ozelligi saglayan sonsuz tane SLOCC sinifi oldugu
gosterilecektir.

Eger supp(pap) birbirine paralel olmayan sadece 1 ¢arpim durumu igeri-
yorsa, 0 zaman pap durumunun agagidaki oOzellikleri saglayan bir |¢1),|e2)
temsilini bulmak miimkiindiir. A ve B’nin Hilbert uzaylarinda éyle vektorler
bulabiliriz ki

lp1) = la1) 4 ®[B1)p (3.7)
lp2) = la1) 4 @ [B2) g + |a2) 4 ® [B1) (3.8)

baglantilar: saglansin. Schrodinger-HJW teoremini kullanarak bu &zellikleri sag-
layan tek bir temsil oldugunu gosterebiliriz.

Eger p/45 aym ozelliklere sahip bir bagka karigik durumsa (yani supp(p's )
icinde birbirlerine paralel olmayan sadece 1 carpim durumu varsa), o zaman

lp1) =la)a @181 (3.9)
o) = la’) 4 ®1B2) g + lag) , @ 1B1)p (3.10)
baglantilar saglanacak gekilde yeni |¢]) , |©5), |of) and |5]) vektorleri bulabiliriz.
Bu noktadan sonra, P4 and Qg operatorlerinin P |a;) = |of) and Q|B;) =

|8) (i = 1,2) kogullarim saglayacak sekilde tanumlayabilir ve (3.1) denkleminin
saglandigini gorebiliriz. Kisacasi, saflagtirilmig halleri W sinifinda olan herhangi
iki karigik durum SLOCC denktir.

Eger supp(pap) birbirine paralel olmayan iki ¢arpim durumu igeriyorsa: O
zaman destek icinde |ag ® B1) ve |z ® B2) gibi iki carpim durumu bulabiliriz.
Eger |¢1) , |¢2) ilk vektorii bir ¢arpim olan bir temsilse, 0 zaman bu garpim vek-
torii bu iki vektérden biridir. Tlki oldugunu varsayarsak, bu temsilin vektorlerini
su sekilde ifade edebiliriz,

lp1) = a1 fan) 4 @ [Bi)p (3.11)
lp2) = z2]a1) 4 ®|B1) g +23]|a2) 4, ® |B2)p (3.12)
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Burada z; bazi kompleks sayilardir. Simdi, |a1) 4 ve |ag) 4 vektorlerini yeniden
tanimlayarak x1 = 23 = 1 segebiliriz. Buna ek olarak, |¢2) vektdriiniin faz fak-
torlinii yeniden tanimlayarak zo sayisini da reel ve negatif olmayan bir bigimde
segebiliriz. Tim bu iglemlerin sonucunda, temsili, uygun tek kiibit vektorleri
cinsinden

lp1) = la1) 4 ®[B1)p (3.13)
lp2) = klar) 4 ® |Br)p + a2) 4 ® |Ba) g (3.14)

seklinde ifade edebiliriz. Burada k reel bir say1 (k > 0). Bu agsamadan sonra, ne
yaparsak yapalim k sayisindan ne kurtulabiliyoruz, ne de onu degistirebiliyoruz.
Ustelik, yukaridaki ifadelerden bu sayinim SLOCC degismezi oldugunu da hemen
gérmek mimkiin.

Buna ek olarak, bu say1 sectigimiz 6zel temsilden de bagimsiz. Bunun icin
|21) , |P2) vektorlerinin, ilk vektdr ¢arpim olacak gekilde bagka bir temsil olug-
turdugunu varsayalim. Elbette bu carpim vektorii, olast iki carpim vektoriinden
biri. Eger bu ilk ¢arpim vektoriiyse, yani |@1) vektorii | ® 81) vektoriine para-
lelse, 0 zaman her iki temsilin vektorlerinin birbirlerinin ayni oldugunu, sadece
faz faktorlerinin farklh olabilecegini gosterebiliriz. Eger ikinci olasilik séz konu-
suysa, yani |@1) vektoril | ® B2) vektoriine paralelse, o zaman Schrodinger-
HIJW teoremi geregi, 2 x 2 bir initer V' matrisiyle bu iki temsili baglayabiliriz:

B =3 Visle) (3.15)

Ik vektor iizerindeki kogul geregi, bu matris ancak

V:\/ﬁ{f H (3.16)

olabilir. Burada gereksiz faz faktorleri basitlestirilmistir. Bu durumda yeni tem-
sil

1
|¢1) = il laz) 4 @ |B2)p (3.17)

P2) = s laa) @ B+ VIH R ), @ (3] o (39
seklinde ifade edilebilir. Tlgili tek kiibit vektorlerinin yeniden tammlanmasiyla
yine ayni k degerini elde ediyoruz. Yani, bu tiir karigitk durumlarin degigik vek-
torlerle iki degigik temsili var, ama her iki durumda da & degeri ayni kaliyor.

Son olarak, ayn1 k degerine sahip iki karigtk durumun birbirlerine SLOCC
denk oldugunu gostermek gerekiyor. Ama, bir defa temsiller bulunduktan sonra,
P ve Q operatorlerini yukaridaki 6rnekte oldugu gibi tanimlamak ve ondan sonra
da dontigim kuralimin saglandigini gostermek gerekiyor. Adimlar ayni oldugu
i¢in, bu tartigma tekrarlanmarmigtir.

Son olarak, k degerinin SLOCC degismezi olmasi sonucunu bir de saflagti-
ran {i¢ kiibit durumu agisindan gérmek yararh olacaktir. Yukaridaki (3.13,3.14)
denklemlerinden saflagtirici durumun bir GHZ sinifi durum oldugu agik. Bu
durumlar i¢in denklem (2.9)’deki gibi genel bir temsilimiz var. Bu temsillerde
ortaya ¢ikan ii¢ kosiniis parametresi var. Bu tir durumlarin déniigsim kural-
larina gore, Ali ve Berna sadece kendi parcaciklarinin kosinilis parametrelerini
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degistirebiliyor ama hayali C parcacigiminkini degistiremiyorlar. Oyleyse, yani C
parcacigina sadece iiniter déniigiimler uygulaniyorsa, o zaman bu parcacigin ko-
siniisli bir degismezdir. Eger cc = cosy¢ dersek, o zaman k = cot y¢ oldugunu
goriiriiz. Dolayisiyla, iki temsildeki degismez nicelikler temel olarak aynilar.

3.2.3 Matris ranki 3 olan durumlar

Matris rank: 3 olan p4p durumlarim oldukga basit bir gekilde sitmiflandirabiliriz.
Burada supp pap destek altuzayir 3 boyutlu oldugu icin, bu altuzaya dik altu-
zay, yani (supp pag)* sadece 1-boyutludur. O halde, bu uzaydaki bir vektor ya
carpim olmali ya da dolanik olmalidir. Bu iki tiir altuzay, stokastik doniigiim-
ler altinda tiiriinii korumaktadir. Bu nedenle, SLOCC igin bir 6n simflandirma
adina yogunluk matrislerinin agagida belirtilen iki tiirini yazabiliriz.

)

e PL: (supp pap)* uzayinm bir carpim vektorii icerdigi tiir durumlar.

e Et: (supp pap)* uzaymin dolanik bir vektér icerdigi tiir durumlar.

Yukaridakilerden sadece ilk tiir icin karigik yogunluk matrisleri icin standart
bir temsil bulmak miikiin olabilmigtir. Boylece, bu tiir i¢in reel bir k& paramet-
resine bagli SLOCC simiflarinin oldugu gosterilebilir.

Oncelikle P+ tiirii bir yogunluk matrisi icin, destek altuzay1i supp pap’nin
agagidaki ozellikleri sagladig: gosterilebilir.

1. Oyle bir |a1) 4 vektdrii vardir ki, |aq) , ® Hp destegin bir altuzayidur.
2. Oyle bir |81) 5 vektérii vardir ki, Ha ® |81) 5 destegin bir altuzayidir.

3. Yukaridaki iki altuzayin kesisimi de destegin 1-boyutlu bir altuzayidir. Bu
alt-uzay |ag ® 1) ¢arpim vektoriinil icermektedir.

Bunlar tespit edildikten sonra, p4p icin kullanilacak temsilin belirlenmesi ko-
laylagmaktadir. Oncelikle, |¢1) , [2) , |¢3) temsilinde ilk vektorii |oy ® B;) car-
pim vektdriine paralel secebiliriz. Tkinci olarak, |p2) carpim vektoriinii o) , ®
‘Hp altuzaymin icinde segebiliriz. Son vektor i¢in artik bir secim sansimiz kal-
maz. Kiibitlerin icinde bulabilecegimiz vektorleri yeniden tanimlayarak, agagida
verilen temsile ulagiriz.

lo1) =laa), @ |B1)g (3.19)
lp2) = la1) 4 ®[B2) 5 (3.20)
lp3) =klo1) 4 ® |B2) g + |2) 4 ® B1) g - (3.21)

Burada k reel ve negatif olmayan bir sayi. Bu sayiy1, yeniden tanimlamalarla yok
etmenin ya da degerini degistirmenin imkan1 yok. Ustelik bu da bir SLOCC de-
gismezi. Dolayisiyla P+ tiiri yogunluk matrisleri reel bir k¥ parametresine bagl
sonsuz sayida SLOCC smifina sahip. Yine yukandaki sekilde, ayn1 k£ degerine
sahip iki yogunluk matrisinin birbirlerine SLOCC denk oldugu gosterilebilir.

3.2.4 Tersinir olmayan stokastik doOniigiimler

Son olarak, tersinir olmayan stokastik doniiglimler altinda simiflarin nasil degis-
tigini belirtmekte yarar var. Bu tiir doniiglimlerde denklem (3.1)’deki P ve @
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rank 4 ?

Pt E+
rank 3 @
GHZ' | 1
1 1
1 1
! pure A mixed A \ !
rank 2 1 \ mixed B pureB /|
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 pure 1
rank 1 : product :
1 1
1 1

Sekil 3.1: Iki kiibitin kangik durumlarmin SLOCC siiflarimim sematik goste-
rimi. Cizgili bolgeler siirekli bir k parametresine bagh sonsuz sayida SLOCC
siifinin oldugunu gosteriyor. Cizgisiz bolgelerdeyse tiim kiime tek bir SLOCC
sinifi olugturuyor. Soru igaretleri, heniiz bilinmeyen bolgeleri gosteriyor. Cizgili
dikdortgen icinde kalan siniflar ise tersinir olmayan stokastik doniigsiimlerde elde
edilebilecek olasi don durumlarin ait oldugu siniflar.
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operatorlerinden biri tersinir degil, yani matris rank: 1. Hal b&yle olunca, son
P’y durumuna ait indirgenmis yogunluk matrislerinden birinin de (veya her iki-
sinin de) rank: 1 olmali. Bu gekilde olasi tig¢ sinuf var. Her {i¢ii de, matris ranki 2
veya daha fazla olan biitiin olasi durumlarin déniisiimleri sonucu elde edilebilir.
Sonuc olarak, elimizde iki kiibitin karigik durumlarinin SLOCC simiflandir-
mas! i¢in tam olmayan ama baz kisimlar: iyi bilinen bir resim var (Sekil 3.1).
Bu simiflardan bazilarimin siirekli bir parametreye bagh olarak gikmasi ilging bir
sonu¢. Ama, yukarida belirtildigi gibi, en azindan GHZ' simiflar1 icin, bu hayali
sistem tizerinde Sl¢iim tiirli cokmeye yol agabilecek iglemlerin olmamasi, bununla
baglantili olarak da korunan siirekli bir parametrenin varhgiyla agiklanabilir.

17



Bolum 4

W Sinifi Durumlarin
Olasiliksal Donusumleri

Birbirlerinden uzakta p kisiye dagitilmig p kiibitin agagidaki formda ifade edile-
bilen durumlarini diigiinelim

|®(x)) = v/20]00---0) + /21 ]10---0) + /22 |01---0) 4 --- + /7, [00---1) .
(4.1)
Burada x = (x1,%2,...,%p), RP uzayinda yer alan ve kdseleri (0,0,---,0),
(1,0,---,0),(0,1,---,0),...,(0,0, - , 1) konumlarinda bulunan simpleks icinde
bir noktadir. Bu p kiibiti ellerinde bulunduran kiglerin gerceklegtirdikleri ye-
rel operasyonlar sonucu durum ayni niteligini koruyacak, x parametresi de bu
simpleks icinde belli bir dagilima sahip olacaktir. Ideal amac, LOCC ile ger-
ceklestirilen doniiglimler ile simpleks igindeki herhangi bir noktadan baglayarak
hangi dagilimlarin elde edilebilecegini saptamaktir. Fakat, tek bir kiginin elde
ettigi doniliglimii karakterize edebilmemize ragmen, biitiin kigilerin ortaklaga ope-
rasyonlar1 sonucu elde edebilecekleri dagilim hakkinda tam bir karakterizasyon
miimkiin olamamigtir. Sadece bu dagilimin belli yonleri incelenebilmigtir. Aga-
gida, bu problem hakkinda yapilan ¢aligmalarin sonuglari 6zetlenmigtir.

4.1 Tek Bir Tarafin Yaptigi Doniisiim icin Yeni
Monotonlar

Eger sadece k£ numaral kiibit iizerinde yapilan bir yerel Sl¢iim, py olasilikla
|®(xy)) durumlarinin elde edilmesine yol agmigsa, o zaman her A sonucu igin
bir s) Olgekleme parametresinin var oldugu ve asagidaki ozellikleri sagladigi
bilinmektedir [Kintag ve Turgut, 2010].

=1

VorEro = \/To - (4.3)

Burada, dlgekleme parametresi, x’in diger bilegenlerinin nasil 6l¢eklendigini gés-
termektedir: xx ¢ = sxzs (L # k).

Yukaridaki baglantilardan dolay1 x’in diger bilegenleri ortalamada sabit kal-
makta, yani Ty ¢ = 24, buna kargin £ numarali bilegen azalmaktadir: Ty, < .
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(7170) (170) g

Sekil 4.1: o—r7 diizlemindeki yarim daire.

Eger biitiin olas1 taraflarin yaptiklar: doniigiimler diigliniiliirse, biitiin bilegenle-
rin ortalamada azalmasi veya sabit kalmasi sonucunu elde ederiz.

Eger sadece tek bir tarafin yaptigi iglemler s6z konusuysa, bagka tiir bir
parametrelendirme ile yeni monotonlar elde edilebilmektedir. Yukaridaki gibi k
tarafinin yaptig1 6l¢iimii diigiinelim. Herhangi bir x durumu i¢in

o=1-2(zo+ z) , (4.4)
7 =2y/mo(1 — o — ax) (4.5)

olarak tamimlayalim. Dolayisiyla, iki parametre yerine yeni iki parametre bulu-
yoruz. Bu doniiglimiin tersi agagidaki gibidir.

2

To = 2(17-7_’_0_) s (46)
1—0%—72

Oncelikle, bu baglantilarin dogal sonucu olarak agagidaki esitsizliklerin saglan-
mags1 gerektigini belirtmekte yarar var.

R i (4.8)
T>0 . (4.9)

Bu esitsizlikler iki boyutlu 7—o diyagraminda, birim dairenin {ist yarisini gés-
termektedir (Bakiniz Sekil 4.1). Ustelik, 7 ve o degerleri bu yarim daire igindeki
herhangi bir noktada yer alabilir. Bu yarim dairenin egri s (yani 02 +72 = 1
egrisi), zr = 0 olan durumlarn yani k kiibitinin digerlerine dolanik olmadig
durumlar1 gostermektedir. Buna kargilik, diiz olan alt sinir (yani 7 = 0 gizgisi)
ise xp = 0 olan noktalari, yani bir anlamda maksimal dolanikliga sahip olan
durumlar: gostermektedir.

Tki 6zel kose de 6zel durumlara karsilik gelmekte: (o, 7) = (1,0) kogesi zg =
x = 0 kogulunun saglandigi, dolayisiyla k kiibitinin dolanikligini kaybettigi ama
diger kiibitler acisindan maksimal dolanikliga sahip olunan bir noktadir. Buna
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kargin, diger kége, yani (o,7) = (—1,0) kosgesi g9 + z = 1 olan bir durumu
gosteriyor. Bdyle bir durumda diger tiim kiibitlerin dolaniklig: kayboldugu igin,
bu temel olarak dolanikligin olmadigi bir durumu temsil etmektedir (yani x =
(0,0,...,0) noktasina denktir.)

Simdi k tarafinin bir yerel 6l¢iim gergeklegtirdigini diigiinelim. Bu déniigiim,
yarim dairede gu gekilde goriinecektir: Bir ilk (o, 7) noktast py olasilikla (o, 7y)
noktalarina doniismektedir. Her bir sonug icin 6lgekleme parametresinin

140y
Sy =
A 14+0

(4.10)

seklinde ifade edilebilecegini buradan gorebiliriz. Buradan da déniigiimiin x nok-
tasinin yer aldigi simpleks i¢inde nasil bir dagilima yol agtigi goriilebilir. Ozetle,

140 1+0)(1—-0% 73
% <.r1,~-- Th—1, Cha 2254_032 )\),Jik+17"' ,a:p)
(4.11)

Dolayisiyla, (o, 7) diizlemsel dagiliminin simpleksteki kargilign dogrusal olmayan
bir fonksiyon ile bulunabilir. Yani, elde edilen yeni parametreleme, simpleksin
2-boyutlu egri bir altkiimesi {izerindeki dagilimi diizlemsel bir dagilim haline
getirmektedir.

Yeni parametrizasyonun belki de en 6nemli ézelligi, déniigiim kogulunun 7—

o diizlemi {izerinde basit bir konveks kombinasyon kuralina indirgenmesidir.
(4.2) ve (4.3) denklemleri

X — {pA;

oN=0 , (4.12)
™w>T (4.13)

olarak ifade edilebilir. Bu (o), 7)) noktalarimin agirlik merkezinin (yani orta-
lama konumunun), (o, 7) ilk noktasinin pozitif 7 yoniinde Stelenmis oldugunu
sOyliiyor.

Buradaki 6telenme, idealde istenmeyecek bir nitelige sahip, c¢linkii artan 7
degeri genel olarak dolanikligin azalmasi anlamia geliyor. Ozellikle, determi-
nistik (o, 7) — (0,7 +¢€) (¢ > 0) doniigiimii, sadece k pargaciginin dolanikhigin
azaltan, ama diger pargaciklarin dolanikligini degistirmeyen bir doniisim. Bu
parcacigl elinde tutan birinin b&yle bir doniigiimii mutlaka gerekmedikge kul-
lanmayacagini digiinebiliriz. Bu sart altinda, doniigim kurah sadece tek bir
satirda

(or,mA) = (0,7), (4.14)

olarak ifade edilebilir.

Boylece, sadece tek bir tarafin yaptigl déniisiimler bir konveks analiz prob-
lemi olarak incelenebilir. Ornek olarak, k’ma1 tarafin kendi parcacig {izerinde
gerceklegtirecegi bir iglemle, biitiin kiibitler arasindaki dolanikhigi yok etmek is-
tedigini diigiinelim. En yiiksek bagar1 olasiligini elde etmek icin £’inc1 taraf nasil
bir 6lgiim yapmalidir? Bu problemde, k'inci tarafin elde etmek istedigi durumun
(o,7) = (—1,0) kogesi oldugu agiktir (Bakimiz Sekil 4.2). Bu kogeyi en yiiksek
olasilikla elde etmek icin iki sonuclu bir 6l¢iimin yapilmasi, sonuclardan birinin
q olasilikla (—1,0) kogesini, 1 — ¢ olasihikla da ¢ember {izerindeki bir noktay:
vermesi gerekmektedir. Bu geometrik problemin ¢éziimiinden,

1—02—72

q= i to) =Ty (4.15)
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(7170) g

Sekil 4.2: c— diizlemindeki déniigiim. I¢i bos nokta ilk durumu, diger iki nokta
da olast son durumlar gdsteriyor.

oldugu goriilebilir.

4.2 x9 =0 Yiiziindeki Doniistimler

W tipi durumlarin déniigiimlerinde konveks analizin tekrar ortaya ciktigi bir
bagka yer de zo = 0 yiiziindeki doniiglimlerdir. Bu yiiz {izerinde x noktasinin
bilegenleri 1 + x2 + - - - + x, = 1 baglantisim saglar. Bu yiizey {izerindeki nok-
talarin deterministik déniigimler agisindan maksimal dolaniklhiga sahip oldugu
daha 6nce bulunmustu [Kintag ve Turgut, 2010]. Dolayisiyla, bu yiizey iizerinde
deterministik doniigiim s6z konusu degildir. Bu yiiz {izerindeki noktalarin basit-
legtirici 6zelligi, yiiz lizerindeki herhangi bir d6niigiim halinde denklem (4.3)’in
her haliikarda saglanmasi. Bu nedenle, sadece lineer bir ¢zellige sahip denk-
lem (4.2)’nin saglanmas: yeterli olmaktadir. Bu nedenle, sadece tek bir tarafin
uyguladigr doniiglimler s6z konusu oldugunda, ortada tek bir parametre (yani
Olgekleme parametresi s) olmaktadir. Bu, 6l¢lim sonrast ortaya ¢ikan tiim yeni
durumlara kargilik gelen noktalarin tek bir dogru iizerinde oldugunu gosteriyor.

Oncelikle notasyonu sabitlestirmekte yarar var. Herhangi bir taraf k icin
K¥* ile bu yiiz iizerinde olup sadece k’inc1 bilegeni 1 olan kose kastedilecektir.
Yani, K! = (1,0,...,0), K2 =(0,1,...,0), vs. Bu noktalar, bahsi gecen yiiziin
ekstrem noktalaridir. Bu yiiz de bu p adet noktanin konveks kombinasyonundan
olugan bir (p — 1)-simplekstir. Yiiz {izerindeki herhangi bir x noktasini, dogal

olarak
x=m K'+2K? + -+ + 2, K (4.16)

seklinde ifade edebiliriz. Eger ilk duruma kargihk gelen nokta x noktasiysa ve
k tarafi bir yerel Sl¢iim yapmig, bunun sonucu olarak py olasilikla sy 6lgekleme
parametresi elde edilmigse, o zaman son durumlara karsilik gelen biitiin noktalar
K" ile x noktalarindan gecen dogru iizerinde bulunur,

xy= (1 —sy)KF 4+ s3x (4.17)
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K¢ =(0,0,1)

KA': (1,0,0) KB = (0,'1,0)

Sekil 4.3: Ug kiibit icin 29 = 0 yiizii bir eskenar iicgendir.

ve dogal olarak, biitiin sonuclarin agirlik merkezi ilk noktadadir, yani
X\ =X (4.18)

denklemi saglanir.

Bu son sonug, biitiin taraflarin birbiri ardi sira yapabilecegi biitiin iglem-
lere uygulanabilir. Yani, eger verilen bir ilk noktadan bir dagilim elde edilmigse,
dagilimdaki biitiin noktalarin agirlikhi ortalama noktas: her zaman ilk noktada
yer alir. Bu 6l¢iit oldukca basit olmasina kargin, tersi bu kadar basit degildir.
Yani, bu yiiz {izerinde, agirlikli ortalamalar: x noktasini veren bir dagilim veril-
diginde, taraflarin ardarda uygulayacaklar: bir dizi déniigiimle x ilk durumunu
verilen dagilima déniigtiirebilir miyiz? Cevabin hayir oldugunu bir kag basit 6r-
nek {izerinden gérmek miimkiin. Buna kargin, baz 6zel dagilimlar igin, 6zellikle
taraflar arasindaki protokoliin belli oldugu déniigiimler i¢in yukarida anlatilan
basitlegtirici baglanti kullanilabilir.

4.2.1 W smifi durumlardan cift tarafl1 dolanik durumlarin
sentezi

Ornek olarak, verilen bir W sinifi durumdan cesitli ¢ift tarafli dolanik durumlarin
sentezi problemini ele alalim [Chitambar, 2011]. Analizi basitlegtirmek igin, s6z
konusu durumlarin {ig kiibite ait oldugunu diigiinelim (p = 3). Bahsi gegen o =
0 yiizii ii¢ kogeli bir iggen olugturacaktir (bakimz Sekil 4.3). Kiibitleri A, B ve C
olarak adlandirirsak, o zaman ticgenin koseleri K4, K2 ve K€ ile gosterilecektir
(). Bu iiggendeki bir x noktasina kargilik gelen bir |®(x)) durumumuz olsun. Bu
parcaciklar: ellerinde bulunduran Ali, Berna ve Cem bu parcaciklarin durumunu
cift tarafli bir duruma indirgemek istiyorlar, ama bu ¢ift tarafli durumun hangi
iki kiibit arasinda ortaya cikacagiyla ilgilenmiyorlar.

Bu yiiz {izerinde c¢ift tarafli durumlarin tiggenin kenarlarinda oldugunu be-
lirtelim. Ornegin, A ve B arasindaki bir cift tarafli durum icin z¢ = 0 olmali ve
dolayisiyla x noktast K4 ile KP koselerini birlestiren kenar {izerinde olmalidur.
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K4 TAB KB

Sekil 4.4: Sonsuz adimda gerceklesen ve ¢ok tarafli W tipi bir durumu ii¢ farkh
iki tarafli duruma doniigtiiren protokol.

S6z konusu ¢ift tarafli durum o halde
|®(x)) = x4 |100) + =5 |010) (4.19)

olacaktir.

Elde edilecek cift tarafli durumlarin kenarlar iizerindeki TAZ, TBC ve TC¢A
noktalarina kargihk geldigini diigiinelim. Izlenmesi gereken protokol, asagida
agiklanan ve sonsuz adindan olugan bir iglem silsilesi gerektiriyor (ayrica Sekil
4.4’¢ bakimz). Parcaciklarin ilk durumuna kargilik gelen noktayr PP ile goste-
relim. (Bu notasyonun tam nedeni agagida aciga cikacak.)

(1) Once Ali A parcacigi iizerinde bir élgiim yapar. Bunun sonucu olarak P?
noktasinda olan durum belli olasiliklarla P¢ veya T2 ye ¢oker. Bu ola-
siliklarin sirasiyla 1 — p ve p oldugunu varsayalim. Bu doniigiimii sembolik
olarak

PE — (1 —p)PY +pTB¢ (4.20)

ile gosterecegiz. Elbette, bu diizlemdeki noktalar olarak P? = (1 —p)P¢ +
pT B¢ baglantisinin saglaniyor olmas: gerekmekte.

(2) Eger Ali’nin élciimii 7B ¢ift tarafli durumu elde etmissse, islem bitmigtir.
Aksi halde, eger P¢ elde edilmigse, bu defa Berna bir l¢iim yaparak
PC — (1 —q)P* 4 qT¢4 (4.21)
doniiglimiini gerceklestirir.
(3) Eger bir 6nceki adimda P# elde edilmisse, o zaman Cem bir dlciim yaparak

PA — (1 —r)PB 4748 (4.22)

doniigiimiinii gerceklestirir.
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(4) Eger Cem’in 6lciimii sonucu PP elde edilmigse, o zaman 1. adima geri
doniiliir. Ali, en bagtan ayni 6lgiim iglemine baglar.

Dolayisiyla, bu protokolde Ali, Berna ve Cem sirayla arka arkaya olgiim ali-
yorlar. Eger dlglimlerden birinde ¢ift tarafli bir dolanik durum elde edilmigse
duruyorlar; yoksa, devam ediyorlar. Bir tur sonucunda, (1 —p)(1—q)(1—r) ola-
silikla, sanki hicbir gsey olmamig gibi tekrar ilk duruma geri dénmeleri miimkiin.
Geri kalan olasiliklarla da ¢ ¢ift tarafli durumdan birini elde ediyorlar. Elbette,
sonsuzda bu ii¢ durumdan birini elde etmis olmalar kesinlik kazaniyor. Hangi
¢ift tarafli durumun hangi olasilikla elde edilecegi sorusuysa, yukaridaki olasilik-
lardan elde edilecek serilerin hesabindan, veya dogrudan konveks kombinasyon
kuralindan elde edilebilir.

PP =p'TPC + ¢T4 4+ 7'TAP (4.23)

ifadesi p’ + ¢’ +r' = 1 kosulu saglanacak sekilde sadece tek bir ¢oziime sahip. Bu
denklemden elde edilecek p’ ifadesi T2¢ durumunu damitma olasiligim verir,
vs.

Yukaridaki protokol, P4, PE ve P® noktalarinmn birbirlerine ¢ok yakin ol-
dugu zamanlarda da uygulanabilir. Fakat, bdyle olmasi halindegift tarafli bir
durum elde etmek i¢in izlenmesi gereken ortalama adim sayisi artacaktir. Bu
dezavantaj bir kenara birakildiginda, bu ii¢ noktanin ¢akigtigi bir protokolii de
diigiinmek miimkiin. Eger

PA=pP =pC=x (4.24)

dersek, elde edilecek ¢ift tarafli durumlarin

1
T4B = (xa,2p5,0) (4.25)
1-— Trc
1
TB¢ = —(0,zp,20) (4.26)
1—x4
1
T4 = (x4,0,2¢0) (4.27)
1-— B

oldugu goriilebilir. Konveks kombinasyon baglantisini kullanarak x noktasimdan
bagalayarak, yukaridaki cift tarafli durumlar:

y = %(1 —ze) | (4.28)
g = %(1 —za) (4.29)
r’ = %(1 —zB) (4.30)

olasiliklarla elde edebiliriz. Ama, elbette, bu ¢ok uzun bir ugras1 gerektirir.
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Bolum 5

Sonuc

Dolaniklik, kuantum kuraminin bize bahgettigi, tiim yerellik anlayigimizi zorla-
yan 6nemli bir kavram. Son 20 yildir ivimelenen kuantum bilgi kurami alanindaki
caligmalar, kuantum kuraminin o giline kadar sadece garip ve farkli olarak ni-
telenen 6zelliklerinin ayni zamanda yararl ve kullanigh oldugunu gostermistir.
Bu nedenle, bu kavramlarin gelecekte her giin kullandigimiz teknolojik uygu-
lamalara girmesi kacinilmaz gdriinmektedir. Bu amagla, dolanikligin niteliginin
anlagilmasi ve bunun niceliksel olarak &lgiilmesi, gelecekte olasit bu tiir uygula-
malar i¢in ¢ok gereklidir. Bu projede, ¢ok tarafli sistemlerdeki dolanikligin baz
yonleri incelenmig ve baz1 yeni bulgulara ve yaklagimlara ulagilmigtir.

Oncelikle, simdiye kadar incelenen en énemli sistem olan iki kiibitin karigik
durumlarimin stokastik déniigiimler altindaki simiflandirilmas: tartigilmig ve bu-
nun ¢ok tarafli saf durumlarin dolanikligi ve bunlarin déniigiimiiyle ilgisi kurul-
mustur. Burada kargilagilan bazi olasiliklarda, reel bir parametreye bagl sonsuz
tane SLOCC simifinin oldugu goriilmiigtiir. Dolayisiyla, sadece iki tarafin yerel
imkanlarla yapacag doniigimlerde, cok kiiciik bir olasilikla olsa bile degisgti-
remeyecekleri baz niceliklerin var oldugu saptanmigtir. Bu noktanin, iki kiibi-
tin pratikte kullanilabilecek saflagtirilmasi iglemlerinde uygulamalar: s6z konusu
olabilir.

Bundan sonra W tipi saf durumlarin doniiglimleri incelenmistir. Baz1 hal-
lerde, bu durumlarin déniigiim kurallar1 konveks geometrik bir dile doniigtiirii-
lebilmektedir. Problemi gorsellegtirdigi i¢in, b&dyle bir basitlegtirmenin oldukca
yararli olacagi aciktir. Bu yaklagimla, W tipi durumlardan cift tarafli dolanik
durumlarin sentezi problemi incelenmigtir.

Projenin kapsaminda olan kontrollii 1ginlama gibi uygulamalar da bu siireg
iginde gahigilmigtir. Fakat, GHZ durumuyla gerceklestirilebilen kontrollii 1gin-
lamanin W tipi durumlar igin % 100 bir bagariyla gerceklegmesinin imkansiz
oldugu goriilmiigtiir. Bundan sonra, maksimum bagariyla 1iginlama problemine
yogunlagilmig, fakat bunun da maksimum olasilikla ¢ift tarafli Bell c¢iftleri elde
etme problemine egdeger oldugu goriilmiistiir. Bu nedenle, ileri agamalarda, yu-
karida da ifade edilen cift tarafli dolanik durumlarin elde edilmesi problemine
yogunlagilmigtir. Bu problemin de genel bir durum s6z konusu oldugunda bek-
lendigi kadar kolay olmadig: ve analitik bir ifade ¢ikarmanin oldukga zor oldugu
goriilmiigtiir. Sonug olarak problem, 4’{incii béliimde anlatilan maksimal durum-
lar icin incelenmigtir.

Projede biri yiiksek lisans, digeri doktora 6grencisi iki bursiyer desteklenmis-
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tir. Yiiksek lisans 6grencisi, bu proje konularindan bir yiiksek lisans tezi yazmig
ve derecesini almigtir. Doktora 6grencisinin de proje kapsaminda caligtigt prob-
lemleri, yazacag tezinde kullanmas: beklenmektedir.
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Oz

Cok tarafli durumumlarin sadece yerel islemler ve klasik iletisim yardimiyla
(LOCC) déniistiiriilmesi probleminin bazi ydnleri incelenmistir. Oncelikle, iki
kiibitin karigik durumlarinin stokastik LOCC (SLOCC) doéniigtimleri incelenmis ve
bu sistemdeki stokastik doniigiim denklik simiflar1 ortaya gikarilmigtir. Bazi
denklik simiflarinda SLOCC altinda degismeyen reel parametrelerin var oldugu
gozlenmigtir. Bundan sonra W tipi durumlarin olasiliksal doniigiimlerinin baz
yonleri incelenmigtir. Tek bir tarafin gergeklestirdigi déniigiimler i¢in iki
boyutlu bir yarim daire icinde degerler alan yeni monotonlar bulunmustur.
Buna ek olarak, deterministik doniigiimler altinda maksimal olan durumlarin
olugturdugu yiiz lizerindeki dénigiimler ifade edilmig ve bunlarin oldukca basit
konveks geometrik yorumlar: oldugu gosterilmigtir. Daha sonra bu yaklagim, W
sinifi bir durumdan cift tarafli dolanik durumlarin sentezi problemine
uyarlanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Dolaniklik, Cok tarafli dolaniklik, Klasik iletigim yardimiyla
yerel iglemler, LOCC, SLOCC, GHZ durumu, W durumu, Dolaniklik doniiglimleri.

Fikri Uriin Bildirim Formu Sunuldu mu? Gerekli Degil.

Projeden Yapilan Yayinlar:
(1) “SLOCC Classification of Mixed States of two Qubits”, hazirlik asamasinda.
(2)“Transformations of the Entangled Mixed States of two Qubits”, Umit Alkus,
Yiiksek Lisans tezi, Ocak 2013.




