
Akış Kaynaklı Rüzgar Türbini Gürültüsü Hesaplamaları
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6.1 Zaman alanındaki FW-H çözücüsü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

6.2 Frekans ortamındaki FW-H çözücüleri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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boller : 5123 ağdaki DNS sonuçları (“Wray1997 unpublished data set” diye bilinir),
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31 Akış yoğunluk, x momentum ve enerji değerleri için iterasyon sayısı ile artık hata
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Özet

Projenin amacı, rüzgar türbini aerodinamik gürültü kaynaklarının ve bu kaynaklardan
yayılan gürültünün seviye ve yayılma doğrultularının sayısal benzetimi için, tecimsel yazılım-
larda olmayan yüksek doğruluk yetenekli (çözünürlüklü) ve verimli bir hesaplama teknolo-
jisini geliştirmek, geliştirilen yazılımları kanat profillerine ve örnek bir türbine uygulamak ve
sonuçlarını irdelemektir. Rüzgar türbinlerinde aerodinamik gürültü üretimi türbülanslı akış
alanı ile ilgili olduğundan, problemin çözümüne yaklaşım, yüksek mertebeli sonlu farklar
ve sonlu hacimler Navier-Stokes çözücülerinin geliştirilmesi şeklinde benimsenmiştir. Sıfır-
dan geliştirilen yazılımlarda akış çevrintileri (türbülans), Spalart-Almarass türbülans modeli
ve ayrık çevrinti benzetimi (Detached Eddy Simulation, DES) yaklaşımı ile modellenmek-
tedir. Geliştirilen yazılımlar, izantropik vorteks taşınımı, silindir ve kanat kesitleri üzerinde
sürtünmesiz akış, düz levha ve kanat kesitleri üzerinde türbülanslı akış, kanal içerisindeki
türbülanslı akış, eşdağılımlı yönbağımsız türbülansın yitmesi gibi bir çok farklı 2 ve 3 boyutlu
problemler ile doğrulanmasının yanısıra, literatürde yer alan kanat kesitlerinin düşük ve
yüksek hücum açılı benzetimlerine de uygulanmıştır. Projede geliştirilen bu yüksek merte-
beli kodların ticari ya da diğer düşük mertebeli yazılımlara nazaran beklenen üstünlüğü, ya
çözüm ağı çözünürlüğü ihtiyacının düşüklüğü bakımından ya da benzer ağlarda daha doğru
sonuçlar vermesi açısından farklı problemler aracılığı ile gösterilmiştir. Uzak alan akustik bil-
gisi, ilgi duyulan geometri etrafında kurulan Ffowcs Williams-Hawkings geçirken yüzeyleri
üzerinde uygulanan analitik temelli integral çözücüler ile elde edilmektedir. Bu çözücüler de
proje kapsamında sıfırdan, hem zaman hem de frekans alanında çalışacak nitelikte yazılmış
ve doğrulanmıştır. Ayrıca 3 boyutlu bir türbin uygulamasına da girişilmiştir. Toplamda yak-
laşık 5 milyon elemanlı bir ağ ile modellenen iki bıçaklı bir türbinin çözümleri, 192 çekird-
ekli bir hesap platformunda DES modellemesi ile başlatılmış, ancak kullanılabilir akustik
sonuçlar vermesi için 1 yılı aşkın süre gerektiği anlaşılmıştır. Artan bilgisayar kapasite ve
hızlarının, böyle kodların ileride kullanımını olanaklı kılacağı görülmektedir.

Anahtar sözcükler: Rüzgar türbini aerodinamiği, döner kanat akustiği, akış gürültüsü,
ayrık çevrinti benzetimi, (DES), NREL Phase VI, yüksek mertebeli ayrıştırma, sonlu hacim-
ler, sonlu farklar, Ffowcs Williams-Hawkings (FW-H)
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Abstract

The objective of this project is to develop an efficient and accurate computing platform
for calculating aerodynamic turbulent noise sources of wind turbine blades and blade sec-
tions and thereby aerodynamic noise, through use of high-order discretization techniques,
as opposed to conventional commercial CFD softwares. Since aerodynamic noise produc-
tion is mainly due to turbulent flow structures, the computational approach adopted involves
solving time-dependent turbulent Navier-Stokes equations using high-resolution finite dif-
ferences and finite volume algorithms. The codes developed from scratch are capable of
detached eddy simulation (DES) using the Spalart-Almarass turbulence model. The devel-
oped codes are verified againts many different 2D and 3D problems such as convection
of isentropic vortex, inviscid flow around cylinders and airfoils, turbulent flow over flat plate
and airfoils, decay of isotropic turbulence and turbulent channel flow , as well as highly tur-
bulent flow over a wing profile at moderate and high angles of attack. Superiority of the
developed high-order N-S codes over commercial or other low-order codes are shown in
terms of either mesh resolution requirement or accuracy of the attained solutions. Far-field
noise predictions are realized using the developed porous Ffowcs Williams-Hawkings in-
tegral solvers both in time and frequency domains. These solvers are also verified by an
example monopole problem. A 3D wind turbine application started on a 5 million element
computational grid with DES on a 192-core computing platform indicated that for comple-
tion of acoustic results, over 1 year time is needed. It is certain that increasing computing
capability and speed will enable use of such codes more routinely in future.

Keywords: Rotor aerodynamics, rotor aeroacoustics, wind turbine noise, detached eddy
simulation (DES), NREL Phase VI, high-order discretization, finite difference, finite volume,
dispersion relation preserving (DRP), Ffowcs Williams-Hawkings (FW-H)
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1 Giriş

Bu rapor, proje boyunca gerçekleştirilen bilimsel ve teknik faaliyetleri bir bütün olarak veren
ve değerlendiren bir rapordur. Raporda ilk olarak amaç belirtilmekte, amaç çerçevesinde plan-
lanmış ve gerçekleştirilmiş çalışmaların bir özeti yer almaktadır. Ardından yapılan çalışmaların
arka planında yer alan nedenleri anlamaya yardımcı olmak maksadıyla literatür taraması sunul-
maktadır. Daha sonra çalışmalara temel teşkil eden teori, ilişkili denklemler ve bu denklem-
lerin çözümü için kullanılan yüksek mertebeli sayısal şemalar verilmekte ve tartışılmaktadır.
Akış çözücülerinin çözdüğü denklemler, ağdalı akış denklemleri olan Navier-Stokes denklem-
leri olup, türbülans etkileri, ayrık geniş çevrinti benzetimi (Detached Eddy Simulation) yoluyla
modellenmektedir. Zamana bağlı bu denklemlerin çözümü için gerekli sayısal şemaların sıfır-
dan başlayarak geliştirilen bilgisayar kodlarına dökülmesine ilişkin çalışmalar da detaylı biçimde
açıklanmaktadır. Geliştirilen yüksek mertebeli sonlu hacimler ve sonlu farklar kodlarının doğru-
laması amacıyla gerçekleştirilen çeşitli sayısal benzetim çalışmaları ve sonuçları da sunulmakta
ve etraflıca tartışılmaktadır. İlave olarak uzak bölge akustik bilgilerinin edinilmesinde rol oy-
nayan Ffowcs Williams-Hawkings yüzey integral yöntemlerinin, hem zaman hem de frekans
alanında uygulanması anlatılmakta, doğrulama çalışmalarından örnekler sunulmaktadır. Son
bölümlerde rüzgar türbini pal kesit ve bütün türbin gürültüsünü hesaplaya yönelik çalışmalar-
dan bahsedilmektedir.

1.1 Projenin Amacı

Önerilen projenin amacı, rüzgar türbini aerodinamik gürültü kaynaklarının ve bu kaynaklardan
yayılan gürültünün seviye ve yayılma doğrultularının sayısal benzetimi için tecimsel yazılımlarda
olmayan yüksek doğruluk yetili (çözünürlüklü) ve verimli bir hesaplama teknolojisini geliştirmek,
geliştirilen yazılımları örnek bir türbine uygulamak, sonuçlarını irdelemek ve aynı zamanda bu
konuda yetişmiş insan kaynağı yaratmak ve tüm bunları yerli kullanıcı ve tasarımcıların hizme-
tine sunmaktır. Bu çalışmanın ürün ve sonuçları ile daha tasarım aşamasında sadece yapısal
ve aerodinamik açıdan değil, aynı zamanda düşük seviyeli gürültü emisyonu bakımından da
en-iyileştirilmiş türbin pal tasarımlarının elde edilmesinin yolu açılacaktır.

1.2 Hedefler ve Gerçekleştirilenlerin Özeti

Proje çerçevesinde, sıfırdan, iki ayrı, zamana bağlı, yüksek mertebeli türbülanslı Navier-Stokes
çözücüsü geliştirilmiştir. Aynı zamanda uzak noktalardaki akustik değerlerin hesaplanabilmesi
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için zaman alanında 3 boyutlu, frekans alanında 2 ve 3 boyutlu Ffowcs Williams-Hawkings
(FW-H) integral çözücüleri yazılmıştır. Geliştirilen tüm yazılımların doğrulaması, oldukça farklı
problemlere uygulanması ile gerçekleştirilmiştir. Özetle,

1. İki boyutlu yüksek mertebeli Navier-Stokes çözücüsünün geliştirilmesi hedeflenmiş, bu
tam olarak başarılmıştır. Geliştirilen kodun özellikleri şöyledir:

• Zamana bağlı Navier-Stokes

• Spalart-Almaras türbülans modeli

• Ayrık çevrinti (DES) modeli

• Eğrisel, tek bloklu yapısal ağlar

• 4üncü mertebe, 7-nokta sonlu farklar DRP ayrıştırması

• Runge-Kutta zaman integrasyonu

• MPI paralel

• Yanal doğrultuda periyodik sınır şartları ile sonsuz kanat simülasyonu

• Yansıtmasız uzak sınır şartları

2. Üç boyutlu yüksek mertebeli Navier-Stokes çözücüsünün geliştirilmesi hedeflenmiş, bu
hedefe tam olarak ulaşılmıştır. Geliştirilen kodun özellikleri şöyledir:

• Zamana bağlı Navier-Stokes

• Spalart-Almaras türbülans modeli

• Ayrık çevrinti (DES) modeli

• Eğrisel, tek bloklu yapısal ağlar

• 4üncü mertebe, DRP sonlu hacimler ayrıştırması

• Runge-Kutta zaman integrasyonu

• MPI paralel

• Bütünüyle 3 boyutlu kanat veya 2 boyutlu kanat benzetimleri

3. Ffowcs Williams-Hawkings çözücüsünün geliştirilmesi hedeflenmiş, bu fazlasıyla gerçek-
leştirilmiştir. Geliştirilen 3 farklı FW-H çözücüsünün özeti şöyledir:

• Zaman alanında, rüzgar tüneli konfigürasyonu için 3 boyutlu, hareketli FW-H den-
klemi çözücüsü

• Frekans alanında, hareketli, 3 boyutlu FW-H denklemi çözücüsü

• Frekans alanında, hareketli, 2 boyutlu FW-H denklemi çözücüsü

4. Doğrulama çalışmaları hedeflenmiştir. Bunun için kanat kesiti ve 3 boyutlu rüzgar türbini
simülasyonları hedeflenmiştir. Sınama çalışmaları, kodların geliştirilmesi aşamasında bolca,
farklı problemlere uygulanması ile gerçekleştirilmiştir. Tam olarak şu sınamalar gerçek-
leştirilmiştir:
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• İzentropik girdap taşınımı

• Silindir üzerinde vizkoz olmayan akış

• Kanat kasiti üzerinde transonik vizkoz olmayan akış

• Couette akışı

• Düz levha üzerinde vizkoz laminar akış

• Kanat kesiti üzerinde vizkoz laminar akış

• Çözücülerin mertebelerinin yaratılmış çözüm yöntemi ile gösterilmesi

• Düz levha üzerinde türbülanslı akış

• Kanal içerisinde türbülanslı akış

• Eş dağılımlı eşyönlü türbülansın doğal yitim problemi

• Düşük ve yüksek hücum açılı, yüksek oranlı türbülanslı akış ve akustik

• 2 palli bir NREL türbinin benzetimi

Burada anlatılan çalışmalar, son sınama maddesi hariç, planlandığı gibi hatta bazı maddeler
için fazlasıyla gerçekleştirilmiştir. Son sınama, 3 boyutlu rüzgar türbini akustik sonuçlarının elde
edilmesini içermekteydi, ancak gereksinilen hesaplama sürelerinin öngörülerimizden fazla çık-
ması nedeniyle, bu sonuçlar proje bitimine yetiştirilememiştir.

Yapılan tüm yazılım geliştirme ve sınama çalışmaları, literatür taramasından sonra yer alan
bölümlerde detaylı biçimde anlatılmaktadır.

1.3 Literatür taraması

1.3.1 Genel

Aerodinamik kaynaklı rüzgar türbini gürültüsü karmaşık fiziksel bir olaydır (Rogers ve Manwell,
2004). Türbin pallerinin hareketinden dolayı sırf pal hacminin yer değiştirmesiyle fiziksel ama
daha çok matematiksel yapısı itibarıyla teknik literatürde monopol ve pal üzerindeki aerodi-
namik yüklemeden dolayı dipol olarak adlandırılan ayrık ama düşük frekans karakterli gürültü
kaynakları mevcuttur. Bunların yanısıra quadrupole olarak adlandırılan türbülanslı akışın tetik-
lediği geniş frekanslı ve rüzgar türbinleri için daha önemli gürültü kaynakları mevcuttur (Doolan
vd., 2012; Rogers ve Manwell, 2004). Örneğin türbin pallerinin firar kenarlarının küt olması gir-
daplı bir akış ile neticelenebilmekte ve ayrık frekanslarda ek gürültü yaratabilmektedir (Shannon
ve Morris, 2006). Bir diğer kaynak pal üzerindeki türbülanslı sınır tabakanın kendisidir. Zamana
bağlı rahatsızlıklar içeren sınır tabaka pal yüzeyi ve firar kenarı ile etkileşerek özellikle firar
kenarından önemli miktarlarda gürültü yayılımına neden olmaktadır (Oerlemans vd., 2007).
Bu kaynaklar türbin ve kule etrafındaki 3 boyutlu akış ile sıkıca ilişkili olduğundan bilgisayar
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ortamında gerçekleştirilecek bir rüzgar türbini gürültü seviyesi ve yayılma doğrultusu benze-
timi (simulasyonu), öncelikle yüksek doğruluk dereceli, 3 boyutlu ve zamana bağlı akış alanı
hesaplamarını gerekli kılar. Rüzgarın darbeli yapısı, rüzgar yönünün olası değişimi ve türbin
kulesinden kaynaklanan girdaplı akış yapısı, benzetim çalışmalarında fazladan zorluklar getiren
etmenlerdir. Türbülanslı akış alanının çözümüne ilişkin akışı yöneten Navier-Stokes (N-S) den-
klemlerinin doğrudan çözümleri (DNS) dışında kalan en ileri yöntemler, genellikle akış alanının
geniş ölçekli çevrinti benzetimine (Large Eddy Simulation, LES) dayanmaktadır (Fleig vd., 2004;
Tadamasa ve Zangeneh, 2011). Yüksek doğruluk içeren hesaplamalar, yüksek hassasiyet mer-
tebeli sonlu hacimler, sonlu farklar veya sonlu elemanlar yöntemlerinden birini gerektirir (Tam,
1995). Aksi durumda hesaplama ağının çözünürlüğünün yeterince yüksek seviyeli olması is-
tenir, ki öncelikle oluşan türbülanslı ve çevrintili akış, onun pal ve kule gibi yüzeyler ile etkileşim-
lerinin doğurduğu akustik sinyaller (gürültü) hesaplama hataları arasında kaybolmasın. Yük-
sek mertebeli algoritmalar (örn. Kok (2009)), geometri etrafındaki türbülanslı bölgede yaratılan
ses dalgalarının kayıpsız ve dağılmadan ilerlemesini sağlar. Bu noktadan hareketle, Tam ve
Webb ’Dağılma İlişkisi Korunumu’ (Dispersion-relation-preserving, DRP) prensipine uygun yük-
sek mertebeli sonlu farklar yöntemi geliştirmiştir (Tam ve Webb, 1993). Modellenen diferensiyel
denklemlerin gerçek dağılma ilişkisi, o denklemlerin DRP ile oluşturulan nümerik çözümleriyle
çok benzer sonuçlar vermektedir. Akustik dalgalar yerel ses hızıyla ilerlemektedir. Bu durum,
konvektif olmayan sabit ses hızına sahip ortamlarda sesin her yöne ilerleyebileceği anlamına
gelir. Ağ yapısındaki düğümlerin (nodes) eşit olmayacak şekilde yayılarak oluşturulmasından
ötürü yüksek dalga dağılmalarına sebebiyet veren nümerik metodlar dalgaların yönbağımlı
(anisotropic) bir şekilde ilerlemelerine sebebiyet verir. Ancak yüksek mertebeli nümerik çözüm-
ler gerçek fiziksel dağılma ilişkisi benzetimini daha hassas yapabilmektedir. Bu yüzden DRP
korunumu yüksek mertebeli çözümlerle modellenmektedir. Tam ve Webb lineerleştirilmiş Eu-
ler denlemlerini yüksek mertebeli DRP prensipli sonlu farklar yöntemiyle çözümleyerek dalga
ilerlemelerinin gerçek yapısıyla hemen hemen aynı olduğunu göstermiştir.

Bu projede iş paketinin sonlu farklarla ilgili kısmında türbin pallerindeki türbülans akışı incele-
mek ve akustik dalgaları elde edebilmek amaçlandığı için Navier-Stokes denklemleri ’Dağılma
ilişkisi korunumu’ prensibine uygun, en iyileştirilmiş 4. mertebe zamansal ve uzaysal ayrıştırmalı
sonlu farklar yöntemiyle çözülecektir. Uzaysal sonlu fark ayrıştırması sırasında her ağ düğümü
için 7 simetrik düğüm kullanılacak ve türbülans modellemesi DES’e göre yapılacaktır.

İş paketinin 3 boyutlu sonlu hacimlerle ilgili kısmı için de türbülans yapılarını yüksek doğru-
lukta yakalayabilmek maksadıyla yüksek mertebeli düşük dağılımlı (DRP) bir numerik benzetim
gereklidir. Bilindiği üzere, standart bir sonlu hacim yönteminde bölgesel olarak kütle, momen-
tum ve enerji korunumu esastır. Fakat kinetik enerjinin ve ses hızının (iç enerjinin) korunumu
garanti edilmemektedir. Dolayısıyla, oluşabilecek fiziksel olmayan kinetik enerji, çözümün karar-
lılığını bozabilmektedir. Bunu önlemek için genellikle yapılagelen yapay bir sönümleme (difüzyon)
katmaktır. Viskoz problemlere bakıldığında, bu gerçekçi olmayan kinetik enerji üretiminin neden
olduğu numerik yitim ve kararsızlığının gerektirdiği ek yapay yitim, grid-altı ölçekteki türbülans
modelleriyle etkileşime girerek çözümün kalitesini bozabilmektedir (Kravchenko ve Moin, 1997;
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Kok, 2009). Literatürde, tüm bu sorunlara karşılık yeni yeni kullanılmaya başlanan ayrık for-
mülasyonda skew-symmetry’yi korumaya yönelik yöntemler öne sürülmüştür (Verstappen ve
Veldman, 2003; Morinishi, 2010). Böylelikle, geleneksel ayrıklaştırmalarda kullanılmakta olan
yapay yitim teriminin gerekliliğini ortadan kaldırmakla birlikte çözüm daha kararlı ve doğru hale
getirilmektedir (Pirozzoli, 2011). Bu nitelik, yapay difüzyon kullanımının beraberinde getirdiği
işlem yükü ve fiziksel olmayan etkileri yok ettiğinden son derece faydalı bulunmuştur. Sıkıştırıla-
bilen akışlar için (Kok, 2009), hem kütle, momentum ve enerjiyi, hem de kinetik enerji ve ses
hızını -yerel olarak- koruyabilen, aynı zamanda yüksek mertebe doğruluğa ve DRP’ye sahip
olan bir sonlu hacim şeması öne sürmüştür. Bu projedeki 3 boyutlu sonlu hacimler benzetimi iş
paketi için bahsi geçen yöntem benimsenmiştir.

1.3.2 Pal kesiti gürültüsü benzetimi

Modern rüzgar türbini gürültü kaynaklarının önemlileri arasında pal üzerinde oluşan türbülanslı
sınır tabakanın akışı esnasında ve pali terk ederken firar kenarı ile etkileşmesi sonucu oluşan
gürültü bileşeni önlerde yer almaktadır (Doolan vd., 2012). Bu konuda hem deneysel hem de
yarı teorik bir çok çalışma vardır (Hutcheson ve Brooks, 2004; Oerlemans, 2009; Oerlemans
vd., 2007; Gruber vd., 2010; Ferreira vd., 2007; Parchen ve TNO-TH, 1998; Bertagnolio, 2008;
Verhoeven, 2011). Bu gürültü bileşeni, pal kesiti ve üzerinde oluşan türbülanslı sınır tabaka
parametreleri akustik analoji (FW-H denklemi) içinde kullanılarak yarı empirik şekilde modellen-
miştir. Böylelikle bir çok firar kenarı gürültü hesaplama yazılımı geliştirilmiştir (Parchen ve TNO-
TH, 1998; Bertagnolio, 2008; Boorsma ve Schepers, 2011). Bunlardan TNO’da (TNO=Netherlands
Organization for Applied Scientific Research) geliştirilen ve TNO modeli (Parchen ve TNO-
TH, 1998) olarak bilinen yarı teorik metot en ileri olanlardandır. Bu modelde pal kesiti üz-
erindeki türbülanslı akış alanının çevrinti (eddy) uzunluğu ve kinetik enerjisi gibi büyüklükler
kullanılmaktadır. Bertagnolio (Bertagnolio, 2008), bu gibi türbülans değişkenlerini sınır tabaka
integral yöntemi kullanan XFOIL (XFOIL, 2012) yazılımı, RANS metotları kullanan bazı farklı
çözücüler ve LES’e dayalı çözücülerden elde etmiş ve TNO’da kullanarak geniş sayıda benze-
timler gerçekleştirmiştir. Böylece elde ettiği yarı teorik sonuçları doğrudan LES benzetiminden
elde edilen akustik sinyaller ile karşılaştırmış ve en iyi yarı empirik metotlardan olan TNO’nun
da sınır tabaka girdilerine oldukça hassas olduğunu göstermiştir. Buna benzer sonuçlar başka
çalışmalarda da rastlamak mümkündür (Kamruzzaman vd., 2012; Verhoeven, 2011). Özellikle
Kamruzzaman ve arkadaşlarının NACA 643-418 kanat kesiti üzerine 2.5 milyon Reynolds sayısı
değerinde yaptıkları geniş deneyler de içeren çalışmada (Kamruzzaman vd., 2012) türbülans
ile ilgili değerlerin uygun şekilde verilmesi durumunda TNO modelinin sayısal pal yüzeyi basınç
salınımlarını ve uzak bölge akustik alanını doğru şekilde yakaladığı gösterilmiştir. Bu çalış-
malardan çıkan sonuçlara göre, türbin sınır tabaka ilişkili gürültü hesabında RANS’ın tek başına
yetersiz kaldığı ve doğrudan türbülanslı sınır tabaka ve sebep olduğu gürültünün çözülmesinin
en iyi yöntem olduğu söylenebilir. Doğrudan Navier-Stokes çözümü (DNS) ilk akla gelen yön-
temlerden biridir, ancak bu yaklaşım aşırı bilgisayar kapasitesi gerektirdiğinden sadece düşük
Reynolds sayıları için ve 2 boyutlu problemlerde uygulanabilmektedir. (Ikeda vd., 2012) sınır
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tabakanın türbülansa geçiş yaratmadığı düşük Reynolds sayılarında böyle bir çalışma gerçek-
leştirmiş ve sınır tabakanın kanat kesiti sonlarında ayrılması ile ses yayılımını doğrudan elde
etmişlerdir. Daha gerçekçi Reynolds sayıları için nispeten daha az bilgisayar kapasitesi gerek-
tiren LES bir alternatif olarak yaygınca kullanılmaktadır (Fleig vd., 2004; Moroianu ve Fuchs,
2006). Ancak özellikle hücum açılarının arttığı durumlarda oluşabilen sınır tabaka ayrılması
LES ile elde edilen sonuçların zayıflamasına neden olmaktadır. Bu nokta tam olarak (Ferreira
vd., 2007)’nın hem deneysel hem de sayısal çalışmasında gösterilmiştir. Sonuç olarak LES
benzetimlerinin pal kesiti duvarına yakın yerlerdeki yetersizliğini gidererek daha iyi sonuçlar
veren, RANS ve LES’in karışımı olan ayrık çevrinti benzetimi (DES) metodunun (Spalart, 2009)
kullanılması yararlı olacaktır. Georgiadis vd. (2010) de, RANS’ın türbülansın daha dengede
olduğu duvara yakın yerlerde, LES’in ise daha uzakta başarılı olduğuna vurgu yapmaktadır.
Bunları destekleyen çok iyi bir örnek 3 boyutlu bir çalışma olan yüksek hücum açılı aerodinamik
alanlarını konu eden Squires (2004) olarak verilebilir.

1.3.3 Tüm türbin gürültüsü benzetimi

Pal kesiti gürültü analizleri, düşük gürültü emisyonlu tüm bir türbin palinin ön tasarımında
önem taşır (Jones vd., 2011). Aerodinamik performans gibi pal firar kenarı gürültüsünde etkin
olan sınır tabaka içerisindeki türbülanslı yapılar üzerindeki girdap uzaması gibi 3 boyutlu etki-
lerin 2 boyutlu analizlerde yer almaması nedeniyle gürültü sonuçlarında bir takım hatalar oluş-
maktadır. Ayrıca pal ucu girdapları ve etkileşimleri, pal sınır tabaka ayrılması gibi durumlarda
oluşan pal üstü girdapları ve benzerlerinden kaynaklı gürültü bileşenleri, 3 boyutlu benzetim-
ler gerektirir (Fleig vd., 2004; Tadamasa ve Zangeneh, 2011). Problemin boyutunun artması
hesaplama yükünün önemli ölçüde artmasına neden olur. Dolayısıyla tüm bir türbinden uzak
bir alana yayılan aerodinamik gürültüyü benzetim yoluyla etkin biçimde hesaplamada akla ge-
len ilk yöntem, nispeten düşük maliyetinden ötürü pal kesiti gürültü modellemesinde olduğu
gibi Reynolds-Ortalamalı Navier-Stokes (RANS) türbülans modellemeleriyle birlikte dalga den-
kleminin integral çözüm (akustik anoloji, örn. FW-H denklemi) formulasyonlarının kullanımıdır
(Tadamasa ve Zangeneh, 2011). Buna benzer yöntemler uçak motoru jeti içindeki ince tür-
bülanslı (yüksek frekanslı) yapıların yarattığı gürültünün hızlıca hesaplanmasında kullanılmak-
tadır (Azarpeyvand ve Self, 2009). Ancak daha geniş ölçekli çevrinti alanlarının akışın etrafında
gerçekleştiği geometri ile sıkıca ilişkili olması ve durağan olmayan akış ayrıntılarının RANS’ın
temelinde yatan ortalamalar ile ortadan kaldırılmasından, geniş bant gürültü hesaplamalarında
beraberinde bir takım hatalar getirmektedir (Bertagnolio, 2008; Verhoeven, 2011). Dolayısıyla
durağan olmayan aerodinamik yüklenmelerden ve türbülans yapılarının etkileşimlerinden kay-
naklanan geniş bantlı gürültü daha geniş kapsamlı bir hesaplamayı gerektirmektedir. Kanatların
etrafındaki her ölçekteki çevrintiyi hesaba katan bir benzetim, doğrudan Navier-Stokes benze-
timi (DNS) veya LES olmalıdır. Ancak daha önce belirtildiği gibi DNS’in gerçekçi problemler için
uygulanması günümüzde mümkün değildir. Böylelikle geniş bantlı gürültü mekanizmasındaki
her bileşen LES ile birlikte uzak bölge hesapları için uygun olan FW-H integrali ile hesaba katıla-
bilir. Bunlara Fleig vd. (2004) ile Mo ve Lee (2011)’nin çalışmaları örnek gösterilebilir. Üzerinde
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oldukça çok sayıda araştırma yapılan modern türbinlerin temsilcisi yatay eksenli NREL Faz VI
türbinin aerodinamik gürültüsünü benzeten bu çalışmalarda, türbin etrafındaki zamana bağlı
türbülanslı akışın çözümü ve tetiklediği gürültünün FW-H denklemi ile uzak bölgelere yayılımı
konu edilmiştir. Aynı model türbinin çözümleri (Tadamasa ve Zangeneh, 2011) ile (Sezer-Uzol
ve Long, 2006) tarafından da yapılmıştır. Bu son iki çalışma klasik hesaplamalı akışkanlar
mekaniği çözücülerini kullanmıştır. (Tadamasa ve Zangeneh, 2011) hızlı dönmelerinden dolayı
helikopter pallerinde daha çok önem taşıyan pal kalınlık ve aerodinamik yükleme gürültüsünü
için geliştirdikleri FW-H denklemi çözücüsünü NREL türbininde sınamışlardır. Sezer-Uzol ve
Long (2006); Sezer-Uzol vd. (2009) da PUMA adlı klasik çözücülerinin rüzgar türbini gürültüsünü
hesaplama yeteneğini saptama kapsamında özellikle çözüm ağı ve benzeri parametrelerin
etkilerini analiz etmişlerdir. Bilindiği gibi verilen bir ses dalga boyunun makul hata payı ile
çüzümü için gerekli minimum çözüm ağı eleman ya da nokta sayısı bir çözüm metodundan
diğerine değişir (Tam, 1995; Tam ve Webb, 1993). Klasik metotların düşük mertebelerinden
dolayı çözüm ağı yoğunluğu gereksinimleri aşırıdır ve bu da çözülebilecek problemin boyutunu
ve/veya gürültü frekanslarını (dalga boylarını) sınırlamaktadır. Bu bağlamda 3 boyutlu zamana
bağlı analiz yükünün fazla olması bazı araştırmacıları yine de RANS temelli çözücü kullan-
maya sevketmiştir. Buna Tadamasa ve Zangeneh (2011) örnek verilebiler. Bu çalışmada varılan
sonuç, uzak bölgelere olan gürültü yayılım seviyeleri ve doğrultularının hesaplanmasında kul-
lanılan ve zamana bağlı akış verisinin işlenmesinden öteye gitmeyen FW-H formulasyonlarının
başarısının doğal olarak, akış benzetiminin başarısıyla ölçülmesi gerektiğidir. RANS yaklaşımı
ancak probleme özgü gerilim modellemeleri barındırmasıyla birlikte, doğasındaki zamansal or-
talamalardan ötürü kısıtlı band çözümü verebildiğinden akustik benzetim için kullanılabilirliği
yüksek olamamaktadır.

1.3.4 Konuya ilişkin literatürdeki türbülans modellemeleri ve çalışmaları

Değinildiği gibi üç boyutlu bir tam kanat benzetiminin DNS ile öngörülebilir bir gelecekte yapıla-
mayacağı ortadadır. LES kullanımı bile çok büyük hesaplama yetisi gerektirip döner kanadın
yeterli sayıda tur yapmasını sağlayacak kadar yapılabilir değildir (Sezer-Uzol vd., 2009). Bu
durumda RANS-LES tipi melez yaklaşımlar sınır tabakayı RANS, ayrılma bölgelerini LES tipi
modellemeyle ele aldığından daha mantıklı gözükmektedir. Ayrık çevrinti benzetimi (DES) bu
geçişi daha yumuşak gerçekleştirdiğinden ve kullanıcı girdisini en aza indirdiğinden ilk akla ge-
len yaklaşımdır. Literatürde NREL Phase VI tipi rüzgar türbinü için yapılmış başarılı çalışmalar
da bulunabilir (Johansen vd., 2002; Sørensen ve Schreck, 2014). RANS ve LES bölgesi için de
aynı RANS denklemini/denklemlerini kullanır. LES bölgesinde türbülans üretim ve tüketim ter-
imleri doğal olarak dengelendiğinden Smagorinsky tipi bir modele benzemektedir. Ancak DES
yaklaşımı ağ yapısına ve akış alanına bağlı kimi koşullarda hatalı durumlar yarattığından bir-
takım geliştirmelere gereksinim duyulmuştur (DDES, ZDES, EDDES (Spalart vd., 2006a; Riou
vd., 2009; Deck, 2005)). İlgili başlıkta anlatıldığı üzere bunların arasından ZDES eldeki problem
çözümünde yeğ tutulmuştur.
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2 Akış Denklemleri ve Türbülans Modeli

Akışın akustik üretimi ve yayılımına yönelik benzetimler yapılacağından viskoz akış denklem-
lerinin çözülmesi gerekmektedir. Ayrıca türbülans benzetimi için modeller kullanılmak duru-
munda olunduğundan çevrinti viskozitesi terimine de yer verilerek Reynolds-Ortalamalı Navier-
Stokes (Reynolds-Averaged Navier-Stokes, RANS) biçimi ele alınmıştır.

2.1 Navier-Stokes denklemleri

Viskoz ve viskoz olmayan terimleri içeren üç boyutlu Navier-Stokes (NS) denklemlerinin genel
matematiksel ifadesi (kartezyen koordinatlar için) aşağıdaki diferansiyel denklem ile verilir:

∂Q

∂t
+
∂(E−Ev)

∂x
+
∂(F− Fv)

∂y
+
∂(G−Gv)

∂z
= 0 (1)

Burada Q, çözüm değişken vektörünü; (E,F,G), bu değişken vektöre bağlı taşınımsal akı
tensör bileşenlerini (kolonlarını) ve (E,F,G)v, viskoz akı tensör bileşenlerini göstermektedir.
Çözüm değişken vektörünün ve tensör bileşenlerinin elemanları şu şekilde gösterilebilir:

Q =



ρ̄

ρ̄ũ

ρ̄ṽ

ρ̄w̃

ρ̄ẽt


,E =



ρ̄ũ

ρ̄ũ2 + p̄

ρ̄ũṽ

ρ̄ũw̃

(ρ̄ẽt + p̄)ũ


,Evis =



0

τ̄xx

τ̄xy

τ̄xz

τ̄xxũ+ τ̄xyṽ + τ̄xzw̃ − q̄x


,

F =



ρ̄ṽ

ρ̄ṽũ

ρ̄ṽ2 + p̄

ρ̄ṽw̃

(ρ̄ẽt + p̄)v


,Fvis =



0

τ̄yx

τ̄yy

τ̄yz

τ̄yxũ+ τ̄yyṽ + τ̄yzw̃ − q̄y


,

G =



ρ̄w̃

ρ̄w̃ũ

ρ̄w̃ṽ

ρ̄w̃2 + p̄

(ρ̄ẽt + p̄)w̃


,Gvis =



0

τ̄zx

τ̄zy

τ̄zz

τ̄zxũ+ τ̄zyṽ + τ̄zzw̃ − q̄z



(2)
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ve hal denklemi toplam enerjiyi verir:

ẽt =
p̄

ρ̄(γ − 1)
+

1

2
(ũ2 + ṽ2 + w̃2) (3)

Toplam kesme gerilimi ve ısı akısı filtrelenmiş biçimiyle aşağıdaki gibi hesaplanır:

τ̄ik = (µdyn + µturb)

[(
∂ũi
∂xk

+
∂ũk
∂xi

)
− 2

3
δik
∂ũj
∂xj

]
(4a)

q̄k = −
(

µdyn
Pr(γ − 1)

+
µturb

Prt(γ − 1)

)
∂T̃

∂xk
(4b)

Burada laminar NS denklemlerinden farklı olarak fazladan bir bilinmeyen terim daha mey-
dana gelmektedir (µturb). Literatür kısmında da değinildiği gibi bu bilinmeyen terim Spalart-
Allmaras tek denklem modeliyle çözülmektedir.

2.2 Türbülans modeli

2.2.1 Spalart-Allmaras modelinin standart biçimi:

Spalart ve Allmaras (1992) tarafından geliştirilen tek-denklemli bir türbülans modeli ayrık akış
benzetimi (DES) çerçevesinde kullanılacaktır. Türbülans vizkozitesi ile ilgili değişkenin taşınım
denklemi aşağıdaki gibidir:

Dν̃

Dt
= Ψ + Π− Φ + Θ (5)

Denklemdeki terimler standart biçimleriyle, sırasıyla yitim (difuzyon), üretim, tüketim ve “trip”
aşağıda tanımlanmıştır:

Ψ = ∇ ·
(
ν + ν̃

σ
∇ν̃
)
, Π = cb1(1− ft2)S̃ν̃ +

cb2
σ
|∇ν̃|2

Φ = (cw1fw −
cb1
κ2
ft2)

[
ν̃

d

]2

, Θ = ft1(∆u)2

(6)

Bu çalışmada “trip” terimi T ’ye yer verilmemekle birlikte ft2 = 0 alınmaktadır. Sözü geçen
taşınım denklemi çözüldükten sonra türbülansın vizkozitesi ilgili değişken ν̃ üzerinden hesa-
planabilir:

µturb = ρfv1ν̃, fv1 =
χ3

χ3 + c3
v1

, χ =
ν̃

ν
, ν =

µdyn
ρ

(7a)

µtot = µdyn + µturb (7b)

Ardından Boussinesq hipotezi yardımıyla toplam vizkozite hesaplanacaktır (bkz. denklem 4).
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Üretim terimindeki modifiye girdap S̃ = S+ ν̃
κ2d2

fv2; girdap S = |∇× ~V | olup, d ise en yakın du-
vara uzaklık olarak tanımlanmıştır. Geriye kalan fonksiyon fv2 = 1− χ

1+χfv1
şeklinde hesaplanır.

Modelde yer alan diğer parametreler şöyledir:

fw = g

[
1 + c6

w3

g6 + c6
w3

]1/6

, g = r + cw2(r6 − r), r = min

(
ν̃

S̃κ2d2
, rmax

)
(8)

İlgili sabitler aşağıdaki gibi alınmaktadır:

σ = 2/3, cb1 = 0.1355, cb2 = 0.622, κ = 0.41, cw1 =
cb1
κ2

+
1 + cb2
σ

,

cw2 = 0.3, cw3 = 2, cv1 = 7.1, rmax = 10
(9)

Duvar üzerinde türbülans olamayacağından ν̃ = 0 alınmalıdır. Tamamen türbülanslı serbest
akış için ν̃ genellikle 3ν∞ ve 5ν∞ arasında alınır ki çözüm alanına sürekli olarak türbülanslı akış
sağlansın. Bunun yanında “trip”’li akış için genelde ν̃ � 0.1ν∞ civarında alınır. Sonuç olarak,
model denklemi kapanmış olur.

Çoğunlukla türbülans ısı iletimi Prt = 0.9 Prandtl sayısıyla temsil edilmektedir. Ayrıca olası
bir LES bölgesinde Prt = 0.5 de alınabilmektedir.

S-A modeline bir modifikasyon: Yukarıda açıklanan S-A model biçimi standart biçim olarak
bilinmektedir Allmaras ve Johnson (2012). Bu çalışmada S-A modelinde eksi ν̃ değerleri soru-
nunu çözmek amacıyla, Kaynak Crivellini ve D’Alessandro (2014); Crivellini vd. (2013) tarafın-
dan önerilmiş oldukça güncel bir değişiklik kullanılmaktadır. Buna göre denklemin kaynak terimi
Π− Φ aşağıdaki gibidir:

Π− Φ =


[
(1− ft2)

cb1
κ2r
− cw1fw + ft2

cb1
κ2

]( ν̃
d

)2

+
cb2
σ
|∇ν̃|2 ν̃ ≥ 0

0 ν̃ < 0,

(10)

yitim terimi ise

Ψ = ∇ ·
(
ν + max[ν̃, 0]

σ
∇ν̃
)

(11)

biçiminde değiştirilmiştir. Bunun yanında r fonksiyonu

r∗ =

(
Sκ2d2

ν̃
+ fv2

)−1

(12a)

r =

rmax r∗ < 0

min (r∗, rmax) r∗ ≥ 0
(12b)

olmuştur. Son olarak türbülans vizkozitesi de artı değerlerle sınırlandırılmıştır:

µturb = ρfv1 max(ν̃, 0) (13)
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Kalan tüm fonksiyonlar ve sabitler standart biçimdeki gibi korunmuştur. Bu modifikasyonun
özellikle laminar ayrışmalı akışlarda türbülans geçiş özelliği rapor edilmektedir. Ayrışma yoksa
geçişi tetiklemek gerekecektir. Bu çalışmada DES çerçevesinde türbülans geçişinin, akışın ilk
koşullarına serpiştirilecek yapay türbülans salınımlarıyla tetiklenebilir. Bu salınımların tanımı,
Davidson (2007, 2011)’nın yöntemiyle yapılabilir.

2.2.2 DDES ve kimi geliştirmeler:

Ayrık çevrinti benzetimi bayağı anlatımıyla, duvara uzak bölgelerde LES kipine; yakın bölgel-
erde RANS kipine geçmekten ibarettir. Sonlu hacim bağlamında, örtük filtreleme sayesinde du-
vara uzaklık fonksiyonu için tasarlanmış anahtar yeterlidir. Model LES kipindeyken RANS mod-
eli, üretim-tüketim dengesi sayesinde Smagorinsky benzeri bir ağ-altı modele benzemektedir
(νt ∼ S∆2). Gecikmeli ayrık çevrinti benzetimi (DDES), DES97 olarak bilinen düz ayrık çevrinti
benzetimine bir iyileştirme olarak tasarlanmıştır (Spalart vd., 2006a). Böylelikle, DES97’nin kul-
lanıldığı çoğu durumda modellenmiş gerilim azalması (modeled stress depletion) ve ağ nedenli
ayrışma (grid induced separation) sorunlarını çözdüğü kanıtlanmıştır (Spalart vd., 2006a; Zha
ve Gables, 2011).

d̃ = d− fd max(0, d− CDES∆max) (14)

where

fd = 1− tanh([8rd]
3) (15)

rd =
νt + ν

(Ui,jUi,j)0.5κ2d2
(16)

Burada ∆max = max(∆x,∆y,∆z) hesaplanır. CDES = 0.65 sabiti, eriyen eşyönlü eşdağılımlı
türbülans (decaying isotropic homogeneous turbulence) benzetimleriyle saptanmış bir ayar
(kalibrasyon) katsayısıdır. DDES’in bilinen bir zayıf yönü, RANS modelinin vizkozitesi yüzünden
akıştaki kararsızlıkların gelişiminin yitirilmesi ve türbülansa geçiş gecikmeleridir (Deck, 2005).
Gri bölge sorunu diye bilinen bu olgu, bölgesel bir modelleme yaklaşımıyla çözüme kavuş-
muştur (ZDES (Deck, 2005, 2012)). Bu yaklaşımdaki en önemli nokta, duvar sınır tabakası
dışında, yani önceden belirlenmiş fd0 = 0.8 sınırı üzerinde, ağ aralığı fonksiyonu da LES’teki
gibi davranır (∆vol = (∆x∆y∆z)1/3). Ek olarak ağ aralığı fonksiyonu aşağıdaki gibi geliştir-
ilebilir:

∆ω =
√
N2
x∆y∆z +N2

y∆x∆z +N2
z∆x∆y (17)

Burada N = ~ω
||~ω|| girdap vektörüyle aynı doğrultudaki bir birim vektördür. Böyle bir yaklaşımla

ağ aralığı fonksiyonu, yalnız ağa değil; aynı zamanda akışa da bağlı duruma getirilmiştir. DDES
modeline yapılmış bir başka geliştirme ise genişletilmiş DDES (EDDES)’dir (Riou vd., 2009).
Bu geliştirmede yalnızca ZDES(imode = 2) yaklaşımına tek bir ekleme olarak, S-A modelinin
duvar yakını fonksiyonları LES kipine geçildiğinde asimptotik değerlerine eşitlenmiştir:

fv1 = 1, fv2 = 0, fw = 1 (18)
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Böylelikle LES kipine geçiş kolaylanmış olacaktır. Ancak bu değişikliğin, başarısının türlü yayın-
larda (Riou vd., 2009, 2011; Jee vd., 2010, 2013) kanıtlanmış olmasına rağmen sınır tabakasını
bozduğu da söylenmektedir (Deck, 2012).
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3 Yüksek Mertebeli Sonlu Hacimler Algoritması

Tüm türbin gürültü benzetimi çalışmaları, her bir rotor kanadının etrafında çok bloklu, göreceli
olarak karmaşık çözüm ağı gerektirir. Böyle çözüm ağlarında sonlu hacimler metodu daha uy-
gun bir metot olarak karşımıza çıkmaktadır. Ancak, akustik dalgaların daha doğru iletilebilmesi
için böyle bir algoritmanın mertebesinin yüksek olması gerekir. Bu tip bir algoritma Kok ve Ven
(2010); Kok (2009) tarafından farklı problemlere başarıyla uygulanmıştır. Projedeki 3 boyutlu
çalışmalar bu algoritmaya dayanmaktadır. Aşağıda bu algoritmanın ayrıntıları verilmektedir.

Sonlu hacimler metodu hücre yapısı örnek olarak Şekil 1’de gösterilmektedir.

(a) Hücre yapısı ve metrikleri (b) Hücre hesaplama şablonu

Şekil 1: Sonlu hacimler konfigürasyonu.

Fiziksel bir büyüklüğün taşınımı iki form dahilinde tanımlanabilir,

Dφ =
∂ρφ

∂t
+∇ · (ρVφ) (= 0) (19a)

Aφ = ρ
∂φ

∂t
+ ρV · ∇φ (= 0) (19b)

Divergence operatörü (D), φ’nin bir kontrol hacmindeki korunumu, adveksiyon operatörü (A) ise
φ’nin bir akışkan taneciğiyle birlikte taşınırkenki zaman türevidir. Kütlenin korunumu kanunu,
bu iki formun denkliğini sağlamaktadır. Kinetik enerji ve iç enerjinin taşınımla yerel korunumu
hızın ve ses hızının karelerinin divergence’ıyla (D(1

2φ
2)) sağlanabilir (Verstappen ve Veldman,

2003). Bu yapının aynı zamanda skew-symmetric operatörü (K) kullanmaya eşdeğer olduğu
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gösterilebilir. Ayrıca bu yapı, A ve D’nin bir bileşimi olarak da ortaya çıkacaktır:

D(
1

2
φ2) =

1

2
φDφ+

1

2
φAφ = φKφ (20)

Burada D ve −A adjoint operatörler olduğundan simetrik operatör S = 1
2(D−A) tanımlanabilir.

Dolayısıyla D = K + S ve A = K − S bulunabilir. Değerler yerine konduğunda

Kφ =
1

2

∂ρφ

∂t
+

1

2
ρ
∂φ

∂t
+

1

2
∇ · (ρVφ) +

1

2
ρV · ∇φ (21a)

Sφ =
1

2

(
∂ρ

∂t
+∇ · (ρV)

)
φ (21b)

bulunur. Görüldüğü gibi, simetrik operatör kütlenin korunumundan başka birşey değildir, dolayısıyla
sıfıra eşitlenebilir. Sonuç olarak A, D ve K operatörlerinin denk olduğu görülebilir.

Ωi,j,k ve Ωi+1,j,k hücrelerinin arasındaki yüzlerde tanımlanan aşağıdaki ortalama yöntemleri
skew-simetrik formların türetiminde büyük önem teşkil etmektedir:

ūf =
1

2
(ui,j,k + ui+1,j,k) (22a)

ũvf =
1

2
(ui,j,kvi+1,j,k + ui+1,j,kvi,j,k) (22b)

(Buradaki değişkenler üzerindeki işaretlemeler (örn. ũv ve ū) RANS denklemlerindeki ile aynı
olmayıp, ifadelerin sağ taraflarındaki açılımları tanımlamak için kullanılmıştır). Sonuç olarak,
sıkışabilir akış denklemlerinin skew-simetri’yi de koruyan yarı-ayrık biçimi aşağıdaki gibi bulun-
abilir (Kok, 2009):

DiΦ =
dρiΦi

dt
+∇iF = 0 (23)

burada Φi =



1

ui

vi

wi

Ei


, F =



1

ρVū+ p̄~i

ρVv̄ + p̄~j

ρVw̄ + p̄~k

ρVẼ + p̃V


’dır.

Bu formda, simetrinin korunmasını sağlayan düzenleme yoğunluğun φ yerine hızla birlikte
işlenmesinden ibarettir. Çözüm ağının kıvrık olması sonlu fark yöntemlerinde olabildiği gibi
(Morinishi vd., 1998) simetriyi bozmamaktadır. Çünkü ağın düzgün olmamasına bağlı orta-
lama alma katsayıları gerekmemektedir. Onun yerine, ağın kıvrıklığının etkisi ağ metriklerinin
hücre yüzü alan vektörü ve hücre hacmi olarak kullanılmasında saklı olmakla birlikte, simetriyi
bozmamaktadır (bkz. Şekil 1(a)).
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4. mertebe doğruluk daha büyük bir hücrenin kullanımıyla sağlanabilmektedir. h de yapılanın
aynı hesaplamalar 3h büyüklüğündeki hücreler için de yapılır. Sonrasında, 2. mertebe hesapla-
manın önde gelen hata terimi Richardson ekstrapolasyonuyla (Verstappen ve Veldman, 2003)
yok edilmek suretiyle 4. mertebeden değer bulunur. Standart 2. mertebeden gradyan operatörü
h büyüklüğündeki hücre için aşağıdaki gibi yazılabilir:

V h
i ∇hi F = Bh

i (24)

Buradaki akı dengesi şöyledir:

Bh
i = F hi+1/2,j,k − F

h
i−1/2,j,k + F hi,j+1/2,k − F

h
i,j−1/2,k + F hi,j,k+1/2 − F

h
i,j,k−1/2 (25)

Bir hücre yüzeyinden akı geçişi ise F h = FhAh olur. Kıvrık bir ağ yapısı içerisinde, gradyan
operatorü şöyledir:

J∇F =
3∑
j=1

∂

∂ξj
(FJ∇ξj) (26)

Çözüm şablonu (stencil) simetrik olduğundan yaklaştırım yalnızca tek mertebeli terimler içer-
mektedir. Bu yüzden, 2. mertebe yaklaştırımı

1

h3
V h = Ji + Cih

2 +O(h4) (27a)

1

h3
Bh
i =

 3∑
j=1

∂

∂ξj
(FJ∇ξj)


i

+Dih
2 +O(h4) (27b)

şeklinde ifade edilebilir. Ci ve Di katsayıları yeni oluşturulan büyük kontrol hacminin 32 katı
olmak durumundadır. Bu bilgi ışığında 4. mertebeden gradyan operatorü bu katsayılar yok edil-
erek bulunabilir:

V ∗i ∇∗iF = B∗i (28)

V ∗i =
h3

32 − 1

(
32 1

h3
V h
i −

1

(3h)3
V 3h
i

)
=

9

8
V h
i −

1

8 · 33
V 3h
i (29a)

B∗i =
h3

32 − 1

(
32 1

h3
Bh
i −

1

(3h)3
B3h
i

)
=

9

8
Bh
i −

1

8 · 33
B3h
i (29b)

Yani, yeni yaklaştırım, h ve 3h hücreleri için olan yaklaştırımların ai = 9
8V

h
i /V

∗
i ve bi = −1

8V
3h
i /(33V ∗i )

katsayıları kullanarak doğrusal bileşimi olarak yazılmaktadır:

∇∗iF = ai∇hi F + bi∇3h
i F (29c)

Sonlu farklar algoritmasında karşılaşılan sonuca yakınsamama (convergence) sorunu, farklı
yapay filtreleme algoritması ve duvar sınır şartlarıyla aşılmaya çalışılıp sonlu hacimler metodu
için de kullanılan örnek uygulamalar tekrar denenecek ve doğrulanacaktır.
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(a) DRP kullanımı için tanımlanan 2h boyutlu
hücre ve stensili

(b) 4. mertebe için tanımlanan 3h boyutlu
hücre ve stensili

Şekil 2: Standart sonlu hacim için kullanılan V hi haricindeki kontrol hacimleri

Aynı yöntemle, Dispersion-relation preserving (DRP) şeması türetilebilir. Öyle ki, DRP şablonu
için gerekli olan fazladan bir serbestlik derecesi bu yolla sağlanabilmektedir (Tam ve Webb,
1993; Kok, 2009). Şekil 2’de bu amaçla seçilmiş 2h boyutlu hücre gösterilmektedir. Bu seçim,
hücre-merkezli sonlu hacim yöntemi kullanılmakta olduğundan uygun bulunmuştur. Sonuç olarak,
akı dengesi

V β
i ∇

β
i F = Bβ

i (30a)

V β
i = β

(
4

3
V h
i −

1

3 · 23
V 2h
i

)
+ (1− β)

(
9

8
V h
i −

1

8 · 33
V 3h
i

)
(30b)

Bβ
i = β

(
4

3
Bh
i −

1

3 · 23
B2h
i

)
+ (1− β)

(
9

8
Bh
i −

1

8 · 33
B3h
i

)
(30c)

bulunur. Burada β = 0 seçildiğinde dikkat edilmelidir ki DRP’siz divergence operatorü elde
edilmektedir. Hepsi bir araya toplandığında, 4. mertebeden doğruluğa sahip, DRP özellikli di-
vergence operatorün, h, 2h ve 3h hücreleri için tanımlanmış standart 2. mertebeden yaklaştırım-
ların doğrusal bir bileşiminden ibaret olduğu gözlemlenmelidir. β parametresi, bahsi geçen fa-
zladan serbestlik derecesini temsil etmektedir. Hatayı en aza indirmeye yönelik yapılan bir op-
timizasyon, β = 2.00047085298 alınması gerektiğini göstermektedir (Tam, 1995).

3.1 Zaman integrasyonu

Zaman integrasyonu 4-aşamalı kompakt bir Runge-Kutta yöntemiyle yapılmıştır. Doğrusal den-
klemlerde dördüncü mertebe olup doğrusal-olmayan denklemlerde mertebesi ikiye düşer. Klasik
Runge-Kutta’dan daha az bellek gerektirdiği için tercih edilmiştir. Bu yöntem aşağıda kısaca
gösterilmiştir:
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q(0) = qn

q(1) = q(0) − α1∆tR(qn)

q(2) = q(0) − α2∆tR(q(1)) (31)

q(3) = q(0) − α3∆tR(q(2))

qn+1 = q(0) − α4∆tR(q(3))

Buradaki katsayılar: α1 = 1/4, α2 = 1/3, α3 = 1/2, α1 = 1 seçilmiştir. Bu seçimlerle iyi
kararlılık özellikleri gösterir (Jameson, 1983)

3.2 Yapay yitim(filtreleme)

Önceki raporda anlatılan yapay yitim yöntemi bu raporda yenilenmiştir. Yerine, durağan-olmayan
problemlerde dağılma etkisi olmayan bir uygulama konulmuştur.,

Akış denklemlerinin çözümünde yinelemeler süresince kararlılığı sağlayabilmek amacıyla
taşınım akısından bir yapay yitim (artificial dissipation) akısı çıkarılması gerekmektedir. Jame-
son, Schmidt ve Turkel tarafından öne sürülmüş yitim modeli (JST modeli (Jameson vd., 1981))
aşağıda betimlenmiştir:

LADQi,j,k = (D2
ξ +D2

η +D2
ζ −D4

ξ −D4
η −D4

ζ )Qi,j,k (32)

Bu model, ikinci mertebeden yöntemler için uygundur. Kullanılan taşınım ayrıklaştırmasının
mertebesini kaybetmemek maksadıyla dördüncü mertebeden taşınım ayrıklaştırması için al-
tıncı mertebeden bir yapay yitim gerekecektir. Üç boyut ve dördüncü mertebeden yöntemler
için yapay yitim akısını aşağıdaki biçimde uyarlayabiliriz:

LADQi,j,k = (D2
ξ +D2

η +D2
ζ +D6

ξ +D6
η +D6

ζ )Qi,j,k (33)

Burada ikinci dereceden terimler (D2
ξ , vb.) akış süreksizlikleri içerebilen transonik akışlar için

gerekli olup, şok üzerinde entropi kuralını sağlamak amaçlıdır. Düşük Mach sayılarında gerek-
memektedir.

Mevcut kodda, klasik JST yönteminden farklı olarak, durağan-olmayan akışlara daha uy-
gun olan bir ayrıklaştırma kullanılmıştır. Bu düzenlemede yapay yitimin dağılım etkisi ortadan
kaldırılmış, yalnızca yitim etkisi görülmüştür (Swanson ve Turkel, 1997):

D4
ξQi,j,k = ∇ξ∆ξ

[
λi,j,kε

(4)
i,j,k∇ξ∆ξ

]
Qi,j,k (34)
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Altıncı mertebeden yitime uyarladığımızda ise,

D6
ξQi,j,k = ∇ξ∆ξ∇ξ

[
λi,j,kε

(6)
i,j,k∆ξ∇ξ∆ξ

]
Qi,j,k (35)

elde edilir. ∆ξ ve ∇ξ ileri ve geri yönlü fark operatörünü temsil etmektedir. Görüldüğü üzere,
tamamen simetrik bir ayrıklaştırma olduğundan yalnızca yitim etkisi içerir. Burada ε(6) ve ε(4)

akının boyutunu ayarlayan katsayılardır. λ = λξ+λη+λζ ise boyutlandırma çarpanı olup spektral
yarıçap üzerinden hesaplanır:

λξ = |V ·Ah
ξ |+ c‖Ah

ξ ‖ (36a)

λη = |V ·Ah
η |+ c‖Ah

η ‖ (36b)

λζ = |V ·Ah
ζ |+ c‖Ah

ζ ‖ (36c)

İzotropik karakterli bu boyutlandırma çarpanı, en/boy oranıO(1) olan hücrelerde (bkz.viskoz-
olmayan problemlere özgü çözüm ağları) uygun olmakla birlikte, viskoz problemlerde (en/boy
oranı O(103)) çok fazla yitime sebep olmaktadır. Buna çözüm olarak, Swanson ve Turkel ani-
zotropik boyutlandırma çarpanını önermiştir (Swanson ve Turkel, 1987). Tek grid üzerinde
oldukça etkili olsa da anizotropik boyutlandırma, multigrid yöntemlerde yakınsamayı yavaşlat-
maktadır. Saf anizotropik boyutlandırma yerine, Martinelli (Martinelli, 1987) tarafından öne sürülen,
hücre biçimine uyumlu bir boyutlandırma ileriki aşamadalarda multigrid bir uygulama da gereke-
ceğinden, daha faydalı olacaktır. Bu yöntem, üç boyuta aşağıdaki gibi uyarlanmıştır:

(λ̄ξ)i,j,k = φi,j,k(rη, rζ)(λξ)i,j,k (37a)

φi,j,k(rη, rζ) = 1 + (rη)
ψ
i,j,k + (rζ)

ψ
i,j,k (37b)

Burada rη = λη/λξ ve rζ = λζ/λξ oranları sayesinde boyutlandırma çarpanı izotropik ve ani-
zotropik durum aralığında sınırlandırılmış olmaktadır. ψ sabiti genellikle 1/2 ila 2/3 arasında
seçilmektedir. Diğer yönlerdeki eşitlikler de aynı şekilde elde edilebilir.

Ayrıca akış süreksizlikleri üzerinde çözüm kararlılığını sağlamak maksadıyla JST tipi yapay
yitim içerisinde ikinci mertebeden bir terim de bulunmamaktadır:

D2
ξQi,j,k = ∇ξ

[
λi,j,kε

(2)
i,j,k∆ξ

]
Qi,j,k (38)

Standart JST tipi yapay yitimde buradaki katsayı,

sJST =
|pi+1,j,k − 2pi,j,k + pi−1,j,k|
pi+1,j,k + 2pi,j,k + pi−1,j,k

(39)

ile hesaplanır. Bu bir tür basınç duyargacı (pressure sensor) işlevi görüp şok vb. gibi büyük
gradyan içeren durumlarda ikinci mertebeden yapay yitimi devreye sokarak kararsızlıkları bastıra-
bilir. Yalnız, süreksizlik içermeyen bölgelerde etkisi az olsa da O(∆x3) mertebesinde hataya
sebep olacağından genel hatanın mertebesini bozacaktır. Bu sorunu çözmek için süreksizlik
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harici bölgelerde bu ek yitimi kapatacak anahtar kullanılmalıdır. Bu çalışmada, standart JST
anahtarı (Jameson vd., 1981) yerine Kok (2007)’nun önerdiği aşağıdaki anahtar kullanılmıştır:

ε
(2)
i,j,k = min(20s2

JST , sJST ) (40)

3.3 Dördüncü Mertebeden Difuzyon Akısı oluşturulması

Temel olarak, söz konusu sonlu hacimler yöntemi için difuzyon akısının dördüncü dereceye
çıkarılması, taşınım akısının mertebesinin yükseltilmesi için kullanılanın aynı yaklaşımla gerçek-
leştirilmiştir. Mevcut hücreye ek olarak 3 × 3(×3) büyüklükte bir hücre için de hesaplanan
akı kullanılarak, Richardson extrapolation yöntemiyle ikinci derece hata teriminin yok edilmesi
suretiyle gerçekleşir. Çıkarım önceki raporda (taşınım akısı için) anlatıldığından burada elde
edilen sonuca yer vermek yeterli olacaktır:

B∗i,j,k =
9

8
Bh
i,j,k −

1

8 · 3d
B3h
i,j,k (41)

Burada Bi = Vi∇iF hücrenin yüzleri üzerinden geçen toplam akıyı, d ise problemin boyutunu
temsil etmektedir.

3.4 Sınır koşulları

Paralelleştirme için de kullanılmakta olan üç sıra sanal hücreler sınır koşullarının pürüzsüzce
uygulanmasında temel alınmıştır. Gerekli sınır koşuluna göre bu hücrelerin gerekli değerleri
her yineleme adımında doldurulmaktadır. Şimdiye dek kullanılan sınır koşulları kısaca aşağıda
sıralanmıştır:

• Simetri: Sanal hücre değerleri simetri yüzünün diğer tarafından simetrik olacak biçimde
(dikey momentumun tersi alınır) kopyalanır. Ağ düğümleri de simetrik olmalıdır.

• Periyodik: Sanal hücre değerleri periyodikliğin devamı tanımlanan taraftan kopyalanır.

• Duvar: Viskoz koşullar için kaymayan, viskoz olmayan koşullar için kayan akış koşulları
tanımlanır. Kaymayan akış koşulu momentum yüzeyde sıfır olacak biçimde diğer tarafın
ters yönlüsü olarak alınır. Sınır tabaka için dikey basınç gradyanı sıfır kabul edilir. Diğer
değerler verilen sıcaklık değeri de kullanılarak hal eşitliğinden çıkartılır. Kayan akış yönünde
ise sanal tarafta momentumun dikey bileşenin tersi alınmalıdır ki yüzeyde teğet vektör
elde edilsin.

• Uzak alan: Uzak alan için şimdilik Riemann değişmezleri kullanımıyla Euler karakteristik
sınır koşulu uygulanmaktadır. İleri aşamalarda bu, numerik gürültü yansımalarını en aza
indirmek amacıyla Navier-Stokes karakteristik sınır koşullarıyla (NSCBC) değiştirilecektir.
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4 Yüksek mertebeli sonlu farklar algoritması

Sonlu hacimler yaklaşımında çözüm ağını oluşturan sonlu hacimlerin yüzey akıları ile çalışılırken,
sonlu farklar yönteminde çözüm ağını oluşturan düğüm noktalarında bulunan değişken değer-
leri ile çalışılmaktadır. Bundan dolayı sonlu hacimler yaklaşımı karmaşık 3 boyutlu çözüm
ağlarında (örn. tüm türbin ağında) varlığı yüksek olasılıklı üçgensel yüzeyli hücrelerdeki çözümün
daha iyi davranmasına yol açarken, sonlu farklar yöntemi bu tür hücrelerde çeşitli sayısal sıkın-
tılara neden olabilmektedir. Ancak rüzgar türbini pal kesitlerinin, yani 2 boyutlu pal geometri-
lerin çalışılmasında bu türden karmaşık çözüm ağı elemanları oluşmamaktadır ve sonlu farklar
yöntemi de uygun olabilmektedir. Bu noktadan yola çıkarak tüm türbin gürültü benzetimi için
yüksek mertebeli sonlu hacimler algoritmasıyla geliştirilen Navier-Stokes çözücüsünün yanı
sıra pal gürültü benzetimi amacı doğrultusunda bir yüksek mertebeli sonlu farklar algoritması
da geliştirilmiştir. Bu algoritmada akustik dalgaların zamanda ve uzayda dağılmadan ve kayıp-
sız ilerlemesi nedeniyle ’dağılma ilişkisi korunumu’ (DRP) prensibine uygun 4. mertebeden bir
sonlu farklar yöntemi uygulanmaktadır.

Böyle bir yöntem Tam ve Webb (1993) tarafından dalga sayısı ve frekansına göre optimize
edilerek türetilmiştir. Uzaysal ve zamansal ayrıştırmanın algoritması, elde edilen diferensiyel
denklemlere Fourier-Laplace dönüşümü uygulanarak oluşturulmuştur. Algoritmaların oluşturul-
ması şu şekildedir:

4.1 Uzaysal ayrıştırma

Uzaysal ayrıştırma sırasında 7 simetrik düğüm kullanılacağından bahsedilmişti. Dalgaların her
yöne ilerleme özelliğini engellememek için ayrıştırma, merkezi sonlu farklar yöntemine göre
yapılmıştır. Merkezi sonlu farklar yöntemi sadece iç bölgelerde (bkz. Şekil 3) değil sınır bölgel-
erde (bkz. Şekil 3) de uygulanmalıdır. Aynı şekilde görülen B noktasındaki gibi geriye doğru
farklar sistemi ihtiyaç halinde yine 7 düğüm ile kullanılmıştır.
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Şekil 3: Hesaplama alanının iç ve sınır bölgesi düğüm noktaları

Merkezi sonlu farklar yaklaşımını Taylor seri açılımı (l’ninci düğüm için) ile aşağıdaki gibidir:

(
∂f

∂x

)
l

' 1

∆x

3∑
j=−3

ajfl+j (42)

Burada amaç Fourier dönüşümü ile aj katsayılarını en optimize şekilde bulmaktır. Fourier dönüşümü
şu şekilde tanımlanmaktadır:

f̃(α) =
1

2Π

∫ ∞
−∞

f(x)e−iαxdx (43)

Fourier dönüşümü 42. denklemin sol ve sağına uygulandığında α̃ katsayısı, yani dönüşümün
dalga sayısı, bulunmaktadır:

α̃ =
−i
∆x

3∑
j=−3

aje
ijα∆x (44)

Sinüs dalgasını tanımlamak için en az 5 düğüme ihtiyaç vardır. Bununla birlikte dalga boyları 4
tane düğümler arası boşluklara eşit ya da onlardan büyük olmalıdır. Bu, dalga sayılarının (örn.
α∆x) Π/2 den küçük olması sonucunu ortaya koyar. Yukarıda elde edilen α̃∆x, α∆x ’in, yani
diferensiyel denklemlerin dalga sayısının, periyodik fonksiyonudur. Sonuç olarak aj katsayısını
bulabilmek için minimize edilecek hata (E) şu şekilde tanımlanabilir:

E =

∫ π/2

−π/2
|α∆x− α̃∆x|2d(α∆x) (45)

Hatayı minimize eden koşulu,
∂E

∂aj
= 0, (46)

sağlayan aj katsayıları aşağıdaki gibidir (Tam ve Webb ’in çalışmasında detaylı bir şekilde an-
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latılmıştır (Tam ve Webb, 1993)).

a0 = 0,

a1 = −a−1 = 0.79926643,

a2 = −a−2 = −0.189413314,

a3 = −a−3 = 0.02651995

4.2 Zamansal ayrıştırma

Zamansal ayrıştırma sırasında 4. mertebeden sonlu farklar yöntemi kullanılmıştır. Bunu tanım-
layan sonlu farklar yaklaşımı Taylor seri açılımı ile aşağıdaki gibidir:

Un+1 − Un ' ∆t

3∑
j=0

bj

(
dU

dt

)n−j
(47)

Buradaki amaç ise Laplace dönüşümü ile bj katsayılarını en optimize şekilde bulmaktır.

Laplace dönüşümü 47. denklemin sol ve sağına uygulandığında ω̃ katsayısı, yani dönüşümün
dalga açısal frekansı, bulunmaktadır:

ω̃ =
i(e−iω∆t − 1)

∆t
∑3

j=0 bje
ijω∆t

(48)

Uzaysal ayrıştırmada takip edilen hatayı minimize etme yöntemindeki gibi bu sefer zamansal
ayrıştırmada Laplace dönüşümünün ve diferensiyel denklemlerin açısal frekanslarının farklarını
minimize etmeyi amaçlayarak aşağıdaki bj katsayıları bulunmuştur (Tam ve Webb ’in çalış-
masında detaylı bir şekilde gösterilmiştir (Tam ve Webb, 1993)).

b0 = 2.30255809,

b1 = −2.49100760,

b2 = 1.57434093,

b3 = −0.38589142

Yukarıda elde edilen katsayılardan yola çıkarak üç boyutlu DRP katsayılarıyla optimize edilmiş
4. mertebeden sonlu farklar çözümünün kodlamada kullanılacak genel algoritması şu şek-
ildedir:

Uzaysal ayrıştırma ile oluşan akı;
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A(x, y, z, t) =− 1

∆x

3∑
j=−3

ajE(x+ j∆x, y, z, t)− 1

∆y

3∑
j=−3

ajF(x, y + j∆y, z, t)

− 1

∆z

3∑
j=−3

ajG(x, y, z + j∆z, t)

(49)

Sonrasında zamansal ayrıştırma ile bir sonraki zamanda (∆t kadar sonra) oluşacak akı;

Q(x, y, z, t+ ∆t) = Q(x, y, z, t) + ∆t
3∑
j=0

bjA(x, y, z, t− j∆t) (50)

Burada Q, çözüm değişken vektörünü; (E,F,G), bu değişken vektöre bağlı taşınımsal ve
viskoz akı tensör bileşenlerini (kolonlarını) göstermektedir.

4.3 Sınır koşulları

Uzaysal ayrıştırma sırasında hesap alanının iç bölgesinde 7 simetrik düğüm kullanılarak merkezi
sonlu farklar yöntemi kullanılmasının gerekliliğinden bahsedilmişti. Sınır bölgelerde ise hem
akış probleminin fiziksel doğasına hem de nümerik iterasyonun sonuca yakınsama sürecine
dikkat edilerek merkezi ya da asimetrik ayrıştırma kullanılıp kullanılmayacağına karar verilme-
lidir.

4.3.1 Duvar sınır koşulları

Tam ve Dong’un çalışması duvarda fiziksel gereksinimden dolayı tanımlanan her denklem
kadar duvar içerisinde hayalet düğüm noktası oluşturularak o denklemlere neden olan akış
parametrelerinin (örn. p, τw) hayalet düğüm noktalarında merkezi olmayan DRP sonlu farklar
algoritmasıyla ayrıştırılarak çözülmesini önermektedir (Tam ve Dong, 1994). Lineer denklem-
ler için sınırda tek taraflı ayrıştırmanın kullanılması sonlu farklar ayrıştırmadan kaynaklanan
nümerik parazit dalgaların sönümlendirilmesini de sağlamaktadır. Ancak lineer olmayan den-
klemler için bu yöntem karmaşık hale gelmektedir ve bazı nümerik kararsızlıklara yol açmak-
tadır (Tam, 2004). En ideal method; merkezi ayrıştırmayı sınırda da devam ettirerek yapay
sönümleme akı terimlerini fiziksel akıya ekleyerek bu parazit dalgalardan kurtulmaktır. Yapay
sönümlemeden daha sonra bahsedilecektir.

Sonuç olarak, geliştirilen bu kodda fiziksel duvar bölgelerinde 3’er hayalet düğüm noktası
kullanılarak iç noktalarda uygulanan merkezi ayrıştırma algoritması korunmuştur. Dirichlet ve
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Neumann tipi sınır şartlarıyla hayalet düğümlerdeki akış parametrelerinin değerleri viskoz veya
viskoz olmayan akış koşullarını yerine getirecek şekilde oluşturulmuştur.

4.3.2 Uzak alan sınır koşulları

Akustik problemlerde gürültü kaynağına uzak bölgelerin çözümü iç bölgeler kadar önemlidir.
Kaynağın yarattığı dalgaların uzak alandan yansıma yapmadan çıkması gerekir. Bu dalgalar
karakteristik özelliklerine göre entropi, akustik ve girdap dalgaları şeklinde üçe ayrılır. Tam ve
Webb doğrusallaştırılmış Euler denklemlerinin bu karakteristikleri içerdiğini göstermiştir (Tam
ve Webb, 1993).

Akış yönüne göre hesap alanından içe-giren (yayınım) ve dışa-giden şeklinde uzak alan sınır
şartları iki farklı denklemler kümesiyle çözülür (denklemlerde çözülmek istenen değerler akış
değişkenlerinin pertürbasyon değerleridir (q′ = q − q∞)).

Üç boyutlu içe-giren akış sınır şartları denklemleri aşağıdaki gibidir:

∂

∂t


ρ′

~u′

p′

+ V (θ)

(
∂

∂r
+

1

r

)
ρ′

~u′

p′

 (51)

Üç boyutlu dışa-giden akış sınır şartları denklemleri ise şu şekildedir:

∂ρ′

∂t
+ ~u∞ · ∇ρ′ =

1

(c∞)2

(
∂p′

∂t
+ ~u∞ · ∇p′

)
(52a)

∂~u′

∂t
+ ~u∞ · ∇~u′ = −

1

ρ∞
∇p′ (52b)

∂p′

∂t
+ V (θ)

(
∂

∂r
+

1

r

)
p′ = 0 (52c)

Denklemlerdeki V (θ) ise;

V (θ) = ~V · êr +
(
a2 − (~V · êθ)2

)1/2
(53)

Uzak hesaplama alanında Doğrusallaştırılmış Euler denklemlerinin iç alan fiziğini yöneten
Navier-Stokes denklemleri ile birlikte de uygulanabildiğini Bogey ve Bailly (2002) tarafından
gösterilmiştir.

Hesaplama alanının uzak bölgelerinde nümerik kararsızlılığın pek görülmemesi nedeniyle
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asimetrik olarak geriye veya ileriye doğru sonlu farklar sistemi uygulanmıştır (bkz. Şekil 3).
Mertebe seviyesini korumak için yine 7 düğüm noktasından yararlanılmıştır.

Fourier-Laplace dönüşümü ile ’Dağılma ilişkisi korunumu’ prensibine uygun geriye-ileriye
doğru sonlu farklar yönteminin katsayıları Tam ve Dong (1994)’un çalışmasında gösterilmiştir:

a42 = [0.049041958,−0.468840357,−0.474760914, 1.273274737,

−0.518484526, 0.166138533,−0.026369431],

a51 = [−0.209337622,−1.084875676, 2.14777605,−1.388928322,

0.768949766,−0.28181465, 0.048230454],

a60 = [−2.192280339, 4.748611401,−5.108851915, 4.461567104,

−2.833498741, 1.128328861,−0.203876371]

4.4 Kısa dalgaların filtrelenmesi

Akış denklemlerinin ’Dağılma ilişkisi korunumu’ prensibine uygun nümerik çözümüyle gerçek
çözümü kısa dalgalar (yüksek dalga-sayısına sahip) için tamamen örtüşmemektedir. Bunun
nedeni büyük dalgalara göre uzayda farklı ilerleme karakteristiğine sahip olmasıdır. Bu farklılık
nümerik çözüm sırasında hatalara sebebiyet vermektedir.

Tam ve Dong ’Dağılma ilişkisi korunumu’ prensibine dayanarak bu kısa dalgalardan arındır-
mak için yapay sönümleme terimleri ilave edilmesini önermiştir (Tam vd., 1993; Tam ve Shen,
1993). Önerilen algoritma sabit katsayılı bir yapay sönümleme algoritmasıdır ve projenin başlarında
bu yöntem kullanılmıştır.

Bu algoritma ile viskoz olmayan akışlarda (özellikle ağ yapısı değişimlerinin fazla yaşan-
maması nedeniyle) genellikle başarı elde edilse de viskoz akışlarda hem ağ yoğunluklarının
farklılık göstermesi (sınır tabaka içi vs.) hem de yüksek gradyanlı akış değerlerinin varlığı sabit
katsayılı yerine bahsedilen bu koşullarla değişen bir yapay sönümleme algoritması kullanımı
gerekliliğini göstermiştir.

Tam ve Shen seçici bir sönümleme algoritması tanımlasa da(Tam ve Shen, 1993) eklenen
terimin korunumlu bir yapısı olmaması (düğüm hızlar farkı sonlu farklar operatörünün içinde
değildir) nedeniyle bazı nümerik salınımlar yaratmakta ve şok-yakalama kabiliyeti olmamak-
tadır. Kim ve Lee (2001) ise korunumlu bir yapıyla birlikte sonlu farklara uygun ağ yoğun-
luğu ve akış gradyan değerlerine göre bir algoritma geliştirmiştir (Kim ve Lee, 2001). Laminar
akışlarla birlikte türbülanslı akışlar için LES çalışmalarında da bu algoritmadan (özellikle şok-
yakalama kabiliyeti açısından) başarıyla yararlanılmıştır(Daude vd., 2012). Ancak örnek lam-
inar akış uygulamaları gösterdi ki bu yöntem geliştirilen koda ihtiyaçtan daha fazla filtreleme
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uygulamakta ve böylece olması gereken akış viskoz değerinde artış meydana getirmektedir.

Son durumda ise sonlu hacimler yöntemi için de kullanılan Jameson, Schmidt ve Turkel
tarafından ortaya çıkarılmış JST modelinin 4. mertebeye uyarlanmış (6. mertebeden yapay
sönümleme akı terimleri eklenerek) hali kullanılmaya başlanmıştır (Bölüm 3.2) ve daha önceki
test düzeneklerinde karşılaşılan fazla filtreleme sorunu çözülebilmiştir.
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5 N-S çözücüleri için Kodlama Çalışmaları

5.1 Yazılım dili

Proje önerisinde 3 boyutlu kod çalışmalarının, daha önce ODTÜ’de geliştirilen 3 boyutlu ve
düşük mertebeli sonlu hacimler metoduna dayalı bir N-S çözücüsünün (ROTOR3D [38]) mer-
tebesini yükseltme çabalarına dayandırılması planlanmıştı. Ancak eldeki ROTOR3D kodunun
modifikasyonu yerine, günümüz Fortran’ının büyük ölçekli bilimsel yazılımlarının daha esnek
ve etkin biçimde geliştirilmesini sağlayan ve aynı zamanda koşu performansını da arttıran yeni
özelliklerinin maksimum seviyede kullanılabilmesi için projedeki kodlama çalışmalarının sıfır-
dan, yeni oluşturulan Fortran dosyaları (ana ve alt programlar) üzerinden yürütülmesi daha
uygun bulunmuştur.

Eski Fortran standardında yer alan, verilerin ana ve alt programlar arasında paylaşımını
sağlayan "common block" kullanımı yerine yeni standarttaki "module" özelliğinin kullanılması
esneklik sağlayan unsurlardan biridir. "Module" tanımlaması içerisinde, aynı zamanda kompozit
veri tipleri (derived types) tanımlanması (bkz. örn. Tablo 1) ve veri dizilerinin (arrays) ihtiyaca
göre dinamik olarak boyutlandırılmasını sağlayan takıların belirtilmesi mümkün olup, bu özel-
likler esnekliği arttırmalarının yanı sıra, kodları kısaltmakta ve hafızanın daha etkin biçimde
kullanılmasını sağlamaktadır. Kodlama çalışmaları bu çerçevede yürütülmüştür.
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Tablo 1: Fortran “module”lerinden iki örnek.

module communication
use MPI
i m p l i c i t none

i n t e g e r : : mpierr , numtasks , taskid , s ta tus ( MPI_STATUS_SIZE ) , taskid_im , &
taskid_ip , taskid_jm , taskid_jp , taskid_km , taskid_kp , &
no_i_tasks , no_j_tasks , no_k_tasks

i n teger , parameter : : master=0
in teger , dimension ( : ) , a l l o c a t a b l e : : mypi , mypj , mypk
i n teger , dimension ( : , : , : ) , a l l o c a t a b l e : : taskid_ijk
l o g i c a l : : i_have_i1gb , i_have_imxgb , i_have_j1gb , i_have_jmxgb , &

i_have_k1gb , i_have_kmxgb
end module communication

! module to s to re and share mesh i n f o
! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
module grid
use set_precision
i m p l i c i t none

type grid_derivedtype
r e a l ( k ind=knd ) : : x , y , z ! coord ina tes
r e a l ( k ind=knd ) : : detJac ! vo l=h^2 * detJac
r e a l ( k ind=knd ) , dimension (3 ,3 ) : : Jac ! Jacobian mat r i x

! x ix , x iy , x iz ,
! etx , ety , etz ,
! zetx , zety , zetz
! Area = h* detJac * Jac

end type grid_derivedtype

type centralgridtype
r e a l ( k ind=knd ) , dimension (3 ,3 ) : : Jac ! Jac a t c e l l centers

end type centralgridtype

type ( grid_derivedtype ) , dimension ( : , : , : ) , a l l o c a t a b l e , t a r g e t : : mesh
type ( centralgridtype ) , dimension ( : , : , : ) , a l l o c a t a b l e : : central
r e a l ( k ind=knd ) , dimension ( : , : , : ) , a l l o c a t a b l e : : volcell , dwall ! volume and wa l l ←↩

d is tance
end module grid

5.2 Paralel işlem yaklaşımı

Büyük ölçekli problemleri çözebilmek maksadıyla kodun paralelleştirilmesi zorunludur. Par-
alelleştirmek, birim süredeki işlem gücünü arttırması bakımından faydalı olmakla birlikte; MPI
(Message Passing Interface: ileti aktarım arabirimi) kullanıldığı “distributed memory” mimarisinde
bir yapı geliştirmek de büyük hafıza kaynağı sağlayacağından gerekli olacaktır.

İlk aşamada, kodun çok-bloklu hazırlanmış bir ağ dosyasını okuyup her işlemci ayrı bir bloğu
hesaplamakla görevlendirecek biçimde programlanması hedeflenmiştir. Bunun için ilk işlem-
ciyi (master = 0) ağ dosyasını okumakla görevlendirip, diğer işçi işlemcilere bilgiyi doğru bir
biçimde dağıtmak genellikle kullanılan yöntemdir. Ancak bu çalışmada verimlilik açısından her
işlemcinin kendi sorumlu olduğu önceden ön bir programla ayrıştırılımış bölgeyi dosyadan ken-
disinin okuması tasarlanmıştır. Ardından her işçi kendi kısmını ayrı ayrı çözecektir. Sonraki
aşamada her işçinin üzerinde çalıştığı çözüm ağının kenarında kalan hücrelerini komşu bloğun
sanal hücrelerine kopyalamak gereklidir (bkz. Şekil 4). Bunun nedeni kenarda kalan hücrelerin
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denklemlerin ayrıştırılmasında komşu bloklardaki hücrelerden bilgiye gereksinmesidir. Sanal
hücrelere kopyalama işleminin her R-K çözüm aşamasından sonra yapılması gerekmektedir.
Bu işlem MPI’daki “MPI_SENDRECV" komutu ile gerçekleştirilmektedir (bkz. örn. Tablo 2).
Böylelikle her işlemci kendi sorumlu olduğu bölmede pürüzsüz bir biçimde çalışmayı sürdüre-
bilir. En son olarak sonuç yazma aşaması gelmektedir. Bu aşama daha verimli olması bakımın-
dan, her işlemci ilgili sonuçlarını ayrı bloklar halinde ve kendisi dosyaya yazacak biçimde tasar-
lanmıştır.

Tablo 2: Faklı işlemciler tarafından paylaşılan sanal hücrelere veri aktarma (communication) işlemine
örnek.

SUBROUTINE COMM_FLOW
use flowfield
use communication
use domain_decomposition
use solver_parameters , on ly : flow_is_turbulent

i m p l i c i t none
i n t e g e r : : tagx=97 , tagy=98 , tagz=99
i n t e g e r : : meslen

!−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
! Communicate i n i−d i r e c t i o n
!−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

meslen= nvar * 3 * ( jend+6) * ( kend+6)

i f ( mypi ( taskid ) . g t . 1 ) then
c a l l MPI_SENDRECV ( flow (1:3 ,−2:jend+3,−2:kend+3 ,1: nvar ) ,meslen , &

MPI_REAL8 , taskid_im , tagx , &
flow (−2:0 ,−2:jend+3,−2:kend+3 ,1: nvar ) ,meslen , &
MPI_REAL8 , taskid_im , tagx , &
MPI_COMM_WORLD , s ta tus , mpierr )

! p r i n t * , ' here m' , t a s k i d
end i f

i f ( mypi ( taskid ) . l t . no_i_tasks ) then
c a l l MPI_SENDRECV ( flow ( iend−2:iend ,−2:jend+3,−2:kend+3 ,1: nvar ) ,meslen , &

MPI_REAL8 , taskid_ip , tagx , &
flow ( imax : imax+2,−2:jend+3,−2:kend+3 ,1: nvar ) ,meslen , &
MPI_REAL8 , taskid_ip , tagx , &
MPI_COMM_WORLD , s ta tus , mpierr )

! p r i n t * , ' here p ' , t a s k i d
end i f

!−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
! Communicate i n j−d i r e c t i o n
!−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

. . . . .

Başlık 7’da uygulanan yaratılmış çözüm problemi üzerinden deneme/doğrulama çalışması
gerçekleştirilmiştir. Problemin tanımlı olduğu 41 × 41 × 41 düğüm noktalı alan, hazırlanan bir
kodla (iki adet x; iki adet y ve iki adet z yönünde kesme ile) 8 eş parçaya bölünmüştür (Şekil
5). Verimliliği yüksek tutmak için burada unutulmaması gereken nokta, işlemciler arasındaki
iş bölümünü eşit kılmak ve bölmeler arasındaki yüzeyleri mümkün olduğunca küçük tutmayı
hedeflemektir. Başka bir deyişle yüzey eleman sayısı / hacim eleman sayısı oranı mümkün
olduğunca düşük olmalıdır ki, gerçek hesaplara harcanan zaman, bilgi iletimi için harcanan za-
mandan önemli derece yüksek olsun. Dolayısıyla, mevcut geometri için tek yönde 8 parçaya
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bölmek yanlış bir seçim olacaktı. Ayrıca, işbölümünün eşit yapılmadığı bir durumda, yani işlemci
başına düşen hücre sayısı farklı alınmış olsaydı, işini önce bitiren işlemcinin diğerlerini bekleme
durumuna girmesi söz konusu olacak ve bu da verimliliği azaltacaktı. Seri kod ile karşılaştırıldığında,
belirli bir çözüm adımında çözüm alanında aynı sonuçlara ulaşıldığı gözlemlenmiştir. Ayrıca,
çözümün süresinde büyük düşüş de dikkati çekmiştir.

interface

process 1

process 2

1 2 3 4

iendiend-1iend-2iend-3

0-1-2

iend+1 iend+2 iend+3

Şekil 4: Sanal hücreler üzerinden bölmeler arası iletişimin betimlenmesi
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Şekil 5: Örnek bölmelendirme ve arayüzlerdeki süreğenlik
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Şekil 6: 883 hücre üzerinde bir,iki ve üç yöndeki bölmelemeler için paralel hızlandırma eğrileri

Paralel hesaplama başarımını sınamanın güzel yollarından biri olan paralel hızlandırma eğrisi
hazırlanmıştır. Sözkonusu yaratılmış çözüm problemi 88× 88× 88 boyutlarında bir blok için ele
alınıp 64 çekirdekli, 256GB bellekli tek bir makina üzerinde denemeler yapılmıştır (bkz. Şekil
6). Bu blok her yönde 2 ve 4 parçaya bölünerek 8 ve 64 bölmeli hesaplama ortamı yaratılmış
ve belli bir adım sayısının çözümün süreleri ölçülmüştür. Aynı yaklaşımla bir ve iki boyutlu
bölmelemeler de karşılaştırılmak üzere denenmiştir. Yukarıda aktarıldığı gibi üç boyutlu bir
bölmelendirme yüzey/hacim oranını azaltarak paralel başarımı eniyileştirmektedir. Görüldüğü
üzere bir boyutlu bölmelendirme bir noktadan sonra iletişim oranının fazla artması ve bölme
boyutlarındaki eşitsizliklerden ötürü başarısız olmaktadır.
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6 Ffowcs Williams-Hawkings Çözücüleri ve Doğrulama
Çalışmaları

Gürültü hesaplamalarının ilgi duyulan mikrofon noktalarına kadar doğrudan gerçekleştirilmesi
birkaç nedenden dolayı mümkün değildir. Düşük dalga boylu gürültü bileşenlerine göre oldukça
uzakta bulunan ilgi noktalarına kadar tasarlanacak bir çözüm ağı son derece yüksek sayıda
düğüm noktalarına sahip olacaktır. Böyle çözüm ağları tasarlansa bile algoritmaların içerdiği
doğal difüzyon ve saçınım hataları nedeniyle uzak bölgelere kadar doğrudan çözüm, bu hata-
ların birikerek kabul edilemez sınırların üzerlerine çıkmasına neden olacaktır. Bu problem-
leri aşmanın alışılagelmiş yolu, önemli akustik işlemleri (kaynak ve yayılım) içerisine alacak
bir kapalı yüzey dışındaki akustik ilerlemenin dalga denklemi ile yönetildiğini ve dolayısıyla
bu yüzeylerden mikrofon noktalarına kadar çözümün analitik integral denklemler ile verildiğini
varsaymaktan geçmektedir. Bu nitelikteki sıkça kullanılan integral denklemlerden en önemlisi,
FW-H integral denklemidir. Navier-Stokes denklemlerinin yeniden düzenlenerek dalga denklemi
şekline sokulması ve ardından serbest alan Green fonksiyonun kullanımı ile bu dalga den-
kleminin analitik çözümünün verilmesi Ffowcs Williams-Hawkings’in (FW-H) 1960’lardaki çalış-
malarına(Ffowcs Williams ve L, 1969) kadar dayanmaktadır.

Uygulamalarda rotor pal akış alanlarını kapalı bir yüzey (FW-H yüzeyi) ile çevrelemek gerek-
mektedir. Bu yüzeylerin palden uzaklığı, pal katı yüzeyi ile FW-H yüzeyi arasında kalan bölgede
önemli gürültü kaynağı üretimi ve gürültünün bu bölgeden ilerler iken arka plan akış alanı ile
etkileşimini önemli ölçüde tamamlamış olması arzu edilir. FW-H yüzeyi akış alanı içerisinde
olduğu için, bu yüzeyden aslında akış geçişi vardır. Dolayısıyla uygulamalarda geçirgen FW-H
denklemi denen bir versiyon kullanılmaktadır (örn.Morris vd. (2004)). Bu denklemi vermeden
önce N-S denklemlerinin dalga denklemi haline getirilmiş ifadesine değinmek yararlı olacaktır:(

∂2

∂t2
− c2

0

∂2

∂xi∂xi

)
(H(f)ρ′) =

∂2

∂xi∂xi
(TijH(f))− ∂

∂xi
(Fiδ(f)) +

∂

∂t
(Qδ(f)) (54)

Burada δ Dirac delta fonksiyonunu ve H Heaviside fonksiyonunu ifade etmektedir. Denklem-
lerdeki herbir terim detaylı bir şekilde sonraki kısımlarda ele alınmaktadır.

Bu denklemin sol tarafındaki dalga operatörü, 22 olarak ve sağ tarafındaki kaynak S(~x, t)

olarak gösterilirse, FW-H denklemini kısaca

22p(~x, t) = S(~x, t) (55)

şeklinde ifade etmek mümkündür.
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Kimi çalışmalarda kaynak terimi S’nin içerdiği türev operatörler integralin dışına alınmıştır.
Ancak sayısal uygulamalarda bu yaklaşım zorluklar barındırır. Nispeten daha kolay uygula-
malar türev operatörlerinin integral altında, kaynak koordinat ve zamanında bırakılır. FW-H
yüzeyinin katı rotor pal yüzeyi olarak seçilmesi durumunda, Farassat ve Brentner’in literatürde
helikopter rotor pali kalınlık ve yükleme gürültüsü teorisine ilişkin çalışmaları sıkça karşımıza
çıkar(Farassat, 1975; Brentner, 1997). Hesaplamalı aeroakustik alanında kullanılan çeşitli inte-
gral metotlar, (Lyrintzis, 2003)’de gözden geçirilmiştir. Burada öncelikle karar verilmesi gereken
durum, çözümü zaman mı yoksa frekans ortamında mı elde etmek istediğimizdir. Dalga oper-
atörüne uygun Green fonksiyonunun seçimi buna karar vermektedir. Geçirgen FW-H yüzeyi için
zamana göre 3 boyutlu çözüm Farassat tarafından uygun bir şekilde formüle edilmiştir (Faras-
sat, 1981). Frekans ortamındaki çözüm ise Lockard’ın çalışmalarında detaylı bir şekilde gös-
terilmektedir (Lockard, 2000; Lockard ve Casper, 2005). Projede, hem zaman hem de frekans
alanında çalışabilecek nitelikte FW-H çözücüleri geliştirilmiştir. Bunlar aşağıda anlatılmaktadır.

6.1 Zaman alanındaki FW-H çözücüsü

Bazı uygulamalarda rüzgar tüneli konfigürasyonu kullanışlı olmaktadır. Bu durumda hem akustik
kaynak hem de mikrofon noktaları akan ortama göre sabit konumdadır. Bu durumda FW-H den-
kleminin taşınımsal dalga denklemi halinde alınması yararlı olmaktadır. Yazdi vd. (2011), bu
yaklaşımı zaman ekseni için detaylı şekilde anlatmaktadır. Buna göre FW-H denklemi şu hali
almaktadır. (

∂2

∂t2
− c2

0

∂2

∂xj∂xj
+ 2U0j

∂2

∂t∂xj
+ U0iU0j

∂2

∂xi∂xj

)
[H(f)ρ′]

=

(
∂

∂t
+ U0j

∂

∂xj

)
[Qknkδ(f)]− ∂

∂xi
[Lijnjδ(f)] +

∂2

∂xi∂xj
[H(f)Tij ] (56)

Burada nj yüzey normal vektörü, U0j ortam taşınım hız vektörü,

Qj = ρ(uj − vj) + ρ0(vj − U0j , (57)

Lij = ρ(uj − Uj0)(uj − vj) + (p− p0)δij − σij , (58)

Tij = ρ(ui − Ui0)(uj − Uj0) + [(p− p0)− c2
0(ρ− ρ0)]δij − σij (59)

şeklindedir. FW-H denkleminin sağ tarafındaki matermatiksel operatörlerin niteliğinden dolayı
Qj monopole, Lij dipole ve Lighthill stress tensörü Tij quadrupole kaynaklara neden olmak-
tadır. FW-H denkleminin sol tarafındaki difransiyel operatör taşınımlı dalga operatörüdür. Bu
operatöre ait Green fonksiyonu,

G(~x, t; ~y, τ) =
δ(τ − t+R/c0

4πR∗)
(60)
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olup, burada

R =
−M0(x1 − y1) +R∗

β2
, β2 = 1−M2

0 , (61)

R∗ =

{
(x1 − y1)2 + β2[(x2 − y2)2 + (x3 − y3)2]

}1/2

(62)

Green fonksiyonunun bu şeklinin kullanımı ile FW-H denkleminin integral çözümü zaman
ortamında gerçekleştirilebilir. Detaylı matematiksel dönüşümlerden sonra rüzgar tüneli ortam-
larına uygun ifade, sabit FW-H yüzeyi ve sabit mikrofon konumu ve x1 ekseni boyunca bir akım
için, kalınlık ve yükleme gürültü bileşenleri sırasıyla,

p′T =
1

4π

∫
f=0

[
(1−M0)

Q̇ini
R∗
− U0

R̃∗1Qini

R∗2

]
τe

dS (63)

p′L =
1

4π

∫
f=0

[
1

c0

L̇ijnjR̃i
R∗

+
LijnjR̃∗i
R∗2

]
τe

dS (64)

şeklinde elde edilir. Burada τe = t−R/c0 olup, t mikrofon (gözlemci) zamanıdır. Ayrıca

R̃1 = (−M0 + R̃∗1)/β2, R̃2 = (x2 − y2)/R∗, R̃3 = (x3 − y3)/R∗, (65)

R̃∗1 = (x1 − y1)/R∗, R̃∗2 = β2(x2 − y2)/R∗, R̃∗3 = β2(x3 − y3)/R∗ (66)

6.2 Frekans ortamındaki FW-H çözücüleri

Bu projede ayrıca, geliştirilen N-S çözücülerin FW-H yüzeyi ile pal yüzeyinin arasında kalan
alanda çözümleyebileceği dalgaların frekans aralığına denk gelen uzak alan sonuçları elde
edilmeye çalışılmaktadır. Bundan dolayı frekans ortamında da FW-H integrasyonunu yapma
gereği duyulmuştur. Böylece sıfırdan, 2 ve 3 boyutlu olmak üzere 2 FW-H çözücüsü daha
yazılmıştır. 2 ve 3 boyutlu FW-H çözümlerini birbirinden ayıran tek şey taşınımsal dalga den-
klemi için kullanılan Green fonksiyonudur. Sonuç olarak, kullanılan frekans ortamındaki FW-H
çözümleri şu şekildedir (Lockard’ın ifade ettiği formda (Lockard ve Casper, 2005)):

2 boyutlu FW-H denklemi:

H(f)c2
0ρ
′(y, ω) =−

∫
f>0

Tij(ξ, ω)H(f)
∂2G(y; ξ)

∂ξi∂ξj
ds

−
∮
f=0

Fi(ξ, ω)
∂G(y; ξ)

∂ξi
dl

−
∮
f=0

iωQ(ξ, ω)G(y; ξ)dl

(67)
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3 boyutlu FW-H denklemi:

H(f)c2
0ρ
′(y, ω) =−

∫
f>0

Tij(ξ, ω)H(f)
∂2G(y; ξ)

∂ξi∂ξj
dΩ

−
∮
f=0

Fi(ξ, ω)
∂G(y; ξ)

∂ξi
ds

−
∮
f=0

iωQ(ξ, ω)G(y; ξ)ds

(68)

Buradaki Tij , Fi ve Q terimleri sırasıyla quadrupol, dipol ve monopol gürültü kaynaklarını ifade
etmektedir:

Tij = ρuiuj + pδij − c2
0ρ
′δij (69)

Fi = (Pij + ρ(ui − 2Ui)uj + ρ0UiUj)
∂f

∂yj
(70)

Q = (ρui − ρ0Ui)
∂f

∂yi
(71)

Burada integrasyonu gerçekleştirilen FW-H yüzeyi f = 0 ilişkisi ile temsil edilirken, c0 uzak
bölge, yani bu yüzey dışındaki (FW-H yüzeyi dışındaki) ses hızını, ρ′ akustik hava yoğunluğunu,
ρ0 uzak bölge hava yoğunluğunu, ui akış hızını, Ui FW-H yüzeyinin hızını ve Pij (= p − p0δij)
integrasyon yüzeyinin iki tarafındaki basınç gerilmesi atlamasını (sürtünme gerilmeleri ihmal
edilmektedir) göstermektedir.

2 boyutlu denklemde quadrupol integrali alan integrali iken, 3 boyutlu denklemde hacim inte-
graline dönüşmektedir. Aynı şekilde diğer iki kaynağın integralleri 2 boyut için çizgisel integral
iken 3 boyutta bu alan integraline dönüşmektedir. Ayrıca y uzak alandaki gözlemcinin koordi-
nat sistemini ifade ederken ξ kaynakların koordinat sistemini belirtmektedir. Burada kaynaktan
kasıt FW-H yüzeyindeki toplanan datalardır. Green fonksiyonu, G, ise y1 yönündeki akışa göre
şu şekilde ifade edilmektedir:

2 boyutlu Green fonksiyonu:

G(y; ξ) =
i

4β
e(iMk(y1−ξ1)/β2)H

(2)
0

(
k

β2

√
(y1 − ξ1)2 + (y2 − ξ2)2

)
(72)

3 boyutlu Green fonksiyonu:

G(y; ξ) =
−1

4πd
e−ik(d−M(y1−ξ1))/β2

(73)

Burada d =
√

(y1 − ξ1)2 + β2(y2 − ξ2)2 + β2(y3 − ξ3)2 iken i karmaşık sayıyı, M Mach sayısını,
k (= ω/co) dalga sayısını, H(2)

0 Hankel fonksiyonunu ve son olarak β (=
√

1−M2) Prandtl-
Glauert faktörünü belirtmektedir.

67. ve 68. denklemlerdeki her bir terim belirtilen bölgelerdeki grid noktalarının akış değer-
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leriyle hesaplanır ve toplanarak uzak bölgedeki akustik basınç değeri bulunur. Ayrı ayrı ince-
lendiğinde monopol ve dipol terimleri FW-H yüzeyinin üzerindeki değerleri kullanırken quadrupol
terimi bu yüzeyin dışında kalan her bir grid noktasından elde edilir. Bu nedenledir ki eğer FW-H
yüzeyi palin yarattığı tüm gürültü kaynaklarını içerecek şekilde seçilirse quadrupol terimlerini
integral hesabına katmaya gerek kalmaz. Bu projede yapılan tam da budur.

6.3 FW-H çözücülerini doğrulama çalışmaları

6.3.1 Zaman alanındaki FW-H çözücüsü

Bu uygulama zamanda ileriye dönük (advance time) formülasyonu (Özyörük ve Long, 1996)
kullanılmıştır. Örnek olarak M0 = 0.8 değerinde düzgün akım içerisinde (0,0,0) noktasına yer-
leştirilen monopole kaynaktan yayılan gürültü değerleri, kaynağı çevreleyen 1 m yarıçaplı küre-
sel bir FW-H yüzeyi üzerinde analitik olarak hesaplanmış ve yazılan FW-H çözücüsüne girdi
olarak sağlanmıştır.

Örnek hesaplamaları vermeden önce akım içerisindeki monopole kayanağa ait çözümü ver-
mekte yarar vardır. ~y = (0, 0, 0)’da yer aldığı varsayılan kaynağa ait kompleks hız potensiyel
fonksiyonu

φ(~x, t) =
A

4πR∗
exp[iω(t−R/c0)] (74)

şeklindedir. Kaynak noktasal kaynak olduğundan, bu ifade aslında Green fonksiyonu yapısın-
dadır. Burada ω = 2πf , ve f frekans olup, genlik yarıçapı R∗ ve faz yarıçapı R ifadeleri yukarıda
verilmişti (Eşitlik 62). Bu hız potensiyelinden yola çıkarak basınç, yoğunluk ve hız salınım değer-
leri sırasıyla,

p′(~y, t) = −Re
[
ρ0

(
∂

∂t
+ U0

∂

∂x1

)
φ

]
, (75)

u′(~y, t) = Re
[
∂φ

∂x1

]
, (76)

v′(~y, t) = Re
[
∂φ

∂x2

]
, (77)

w′(~y, t) = Re
[
∂φ

∂x3

]
, (78)

ρ′ = p′/c2
0 (79)

olarak bulunur.

Hesaplamalar 100 m uzaklıkta bulunan bir çember üzerinde 15o aralıklarla yer aldığı varsayılan
mikrofon (gözlemci) noktalarında hesaplanmış ve hesaplar analitik sonuçlar ile karşılaştırılmıştır.
Sesin yayılım şiddetinin akım doğrultusuna göre değişimi Şekil 7’de gösterilmektedir. FW-H
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yöntemi ile elde edilen sonuçlar semboller ile gösterilirken analitik çözüm sürekli çizgi ile ver-
ilmiştir. Aralarındaki mükemmel uyum, 3 boyutlu zaman alanı FW-H yazılımının doğru çalıştığını
göstermektedir.

Şekil 7: Üç boyutlu zaman alanı FW-H yazılımının düzgün akım içerisine yerleştirilen monopole kaynak-
tan yayılan sesin hesaplanmasıyla doğrulanması, M0 = 0.8, f = 130 Hz.

6.3.2 Frekans ortamındaki FW-H çözücüleri

2 boyutlu kod:

Bu çalışmada, analitik çözümü bilinen 2 boyutlu monopol bir kaynağın uzak alanda yarata-
cağı akustik dalganın FW-H denklemiyle elde edilmiş değeri analitik çözümle kıyaslanmaktadır.
Bunun için Dowling ve Ffowcs Williams (1983)’ın verdiği monopol kaynağın karmaşık ortamdaki
potansiyel fonksiyonu kullanılmıştır.

φ(x, y, t) =
i

4β
e(iMkx/β2+iωt)H

(2)
0

(
k

β2

√
x2 + y2

)
(80)

FW-H denkleminde kullanılacak akış değerleri aşağıdaki denklemlerin reel kısımları alındıktan
sonra fourier dönüşümü yapılarak bulunmuştur:

p = p0 − ρ0(∂φ/∂t+ U0∂φ/∂x) (81)

u = U0 +∇φ (82)

ρ = ρ0 + p′/c2
0 (83)

Bu problemde FW-H yüzeyi 1 m çapındaki bir dairenin yüzeyi olarak alınmıştır. Önce akış data-
ları bu yüzeyde bir periyot boyunca toplanmıştır. Burada ω = 4272.5 rad/s olarak seçilmiştir.
Akış x yönündedir. Önce x = 10, y = −5 m noktasında bulunan bir gözlemci için 67. denklem
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çözülerek akustik basınç değeri hesaplanmıştır. Aynı nokta için akustik basınç değeri 81. den-
klemle de hesaplanarak değerlerin verilen frekans değeri zamana göre dağılımı kıyaslanmıştır.
Burada 4 farklı Mach sayısı (0, 0.3, 0.6, 0.9) kullanılmıştır.

Elde edilen akustik basınç değerlerinin analitik sonuçlarla kıyaslanması Şekil 8’de göster-
ilmektedir. Burada kıyaslanan şey verilen frekans değerine ait akustik basınç değerlerinin eiωt

ile çarpılarak bir periyot boyunca elde eilen basınç değerleridir. Görüldüğü üzere farklı sesaltı
akışlar için (ki bu denklemler sesaltı akışlar için türetilmiştir) akustik basınç değerleri analitik
çözümle örtüşmektedir.
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Şekil 8: x = 10, y = −5 m noktasındaki bir gözlemci için zaman alanında farklı Mach sayılarında elde
edilen akustik basınç değerlerinin analitik çözümle kıyaslanması (bu sonuçlar, frekans alanı sonuçlarının
eiωt ile çarpılması ve reel değerlerinin alınmasıyla oluşturulmuştur).

Aynı kıyaslama 0.3 Mach hızına sahip akış altında 500 m çap uzaklığındaki dairesel bir yüzey
üzerinde bulunan 10o aralıklarla yer alan farklı gözlemci lokasyonları için de tekrar edilmiştir.
Analitik çözümle kıyas Şekil 9’de gösterilmektedir:
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Şekil 9: Akustik basınç genliğinin hareket eksenine göre açıyla değişiminin analitik sonuçla karşılaştırıl-
ması (M = 0.3, ω = 4272.5 rad/s).

Bu sonuçlar ile 2 boyutlu frekans ortamındaki FW-H çözücüsünün doğru kodlandığı anlaşıl-
maktadır.

3 boyutlu kod:

Bu çalışmada 2 boyutlu doğrulama çalışmasında test edilen problemler aynı şekilde uygu-
lanmıştır. Ancak bu sefer analitik çözümü bilinen 3 boyutlu monopol bir kaynak kullanılmıştır:

φ(x, y, z, t) =
−1

4πd
e−ik(d−Mx)/β2+iωt (84)

Burada d,
√
x2 + β2y2 + β2z2’ye eşittir. FW-H denkleminde kullanılacak akış değerleri 2 boyutlu

çalışmadaki gibi elde edilmiştir (81. denklem).

Burada farklı olan FW-H yüzeyi olarak dairesel yüzey yerine 1 m çapındaki bir kürenin yüzeyi
alınmıştır. Test sırasında kullanılan frekans ve Mach sayısı değerleri birebir aynıdır. Farklı olan
tek şey ilk problemde kullanılan gözlemci lokasyonu x = 5, y = 2, z = −1 m noktası olarak
seçilmiştir. Sırasıyla problemlerden elde edilen sonuçlar şu şekildedir:
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Şekil 10: x = 5, y = 2, z = −1 m noktasındaki bir gözlemci için zaman alanında farklı Mach
sayılarında elde edilen akustik basınç değerlerinin analitik çözümle kıyaslanması (bu sonuçlar, frekans
alanı sonuçlarının eiωt ile çarpılması ve reel değerlerinin alınmasıyla oluşturulmuştur).

Şekil 10’de görüldüğü üzere bu problemde de akustik basınç değerleri analitik sonuçlarla
birebir örtüşmektedir.

Aynı kıyaslama 0.3 Mach hızına sahip akış altında 500 m çap uzaklığındaki dairesel bir yüzey
üzerinde bulunan 10o aralıklarla yer alan farklı gözlemci lokasyonları için de tekrar edilmiştir.
Analitik çözümle kıyas Şekil 11’de gösterilmektedir:

40



α (deg)

p
’(

P
a

)

0 30 60 90 120 150 180
0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

FW­H solver

analytic

Şekil 11: Akustik basınç genliğinin hareket eksenine göre açıyla değişiminin analitik sonuçla karşılaştırıl-
ması (M = 0.3, ω = 4272.5 rad/s).

Bu sonuçlar ile 3 boyutlu frekans ortamındaki FW-H çözücüsünün doğru çalıştığı göster-
ilmiştir.
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7 Sonlu Hacimler Kodunu Doğrulama Çalışmaları

Bu kısımda, sonlu hacimler kodunun hata mertebesini ve hem de akış çözümlerindeki başarısını
doğrulamak amacıyla kolaydan karmaşığa doğru sıralanmış örnek problemler sergilenecektir.

7.1 İzantropik girdap taşınımı

Teorik çözümü verilen zaman ve hızla tüm özellikleriyle olduğu gibi taşınmaktan ibaret olan
bir izantropik girdap problemi, bahsedilen uzaysal ayrıştırma yöntemlerinin doğru uygulanıp
uygulanmadığını ve hatalarını göstermek için çok uygun bir seçenektir. Bunun için 100 × 100,
200×200 ve 400×400 hücre sayısına sahip, yumuşak geçişli dönüşüm fonksiyonları yardımıyla
(metriklerin 2.türevleri mevcut) kartezten ağlar hazırlanmıştır (Şekil 12). Şiddetli bir girdap
(uA/V∞ = 0.8), bu ağlar üzerinde M∞ = 0.5 hızıyla Vref t/L = 30 süresince taşınmaktadır.
Sınır şartları periyodik alınmakla birlikte, 2-D bir girdabın ilk hali aşağıda verilmiştir:

V =


V∞

0

0

+ uAe
(1−(r/b)2)/2


(y − y0)/b

−(x− x0)/b

0

 (85)
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Şekil 12: Eşdağılımlı olmayan kartesyen yapılı çözüm ağı
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Burada r girdap merkezinden (x0, y0) uzaklıktır ve b parametresi, girdap temsili büyüklük
ölçeği (L) cinsinden b = L/

√
ln 2 şeklinde tanımlanmıştır. Diğer akış parametreleri aşağıdaki

gibi bulunabilir:

T

T∞
=

(
p

p∞

)(γ−1)/γ

=

(
ρ

ρ∞

)γ−1

= 1− γ − 1

2

u2
A

c2
∞
e1−(r/b)2 (86)

Bu şekilde tanımlanmış bir girdap, izantropik bir girdaba tekabül etmektedir. Zaman ayrıştırması
için 4-aşamalı kompakt bir Runge-Kutta kullanılmıştır. Bu yöntem doğrusal-olmayan denklem-
lerde ikinci mertebeye düştüğünden, zamansal kesme hatası uzaysalınkini gölgelemesin mak-
sadıyla, zaman adımı uzay adımının karesiyle örtüşecek büyüklüğe (uref∆t/L ∼ ∆x2), yahut
kararsızlık gözlemlendiğinde bir mertebe daha yukarıya (uref∆t/L ∼ ∆x3) çıkarılmalıdır. Ver-
ilen değerlerle girdap −15L konumundan 15L konumuna ilerlemektedir. Şekil 13’de farklı yön-
temler kullanılarak elde edilmiş 100×100 ağ üzerindeki sıcaklık konturları görülebilir. Görülebile-
ceği üzere kimi yöntemler girdabın konum ve şekil kaybına yol açmaktadır. Simetrinin ko-
runduğu yöntemlerde numerik yitimin (numerical dissipation) daha az olduğuna değinilmişti.
Dolayısıyla, vortex dağılımının tepe noktası daha az kayıplarla taşınmış bulunmaktadır. Aynı
hata mertebesindeki simetrinin korunmadığı diğer yöntemlerde ise girdabın tepe noktası daha
fazla kaybedilecektir. Bunun yanında, düşük-dağılımlı yöntemler kullanıldığı vakit, numerik dağılım
(numerical dispersion) dalga hızını konumsal olarak bozacağından, girdabın şekil ve konum
kaybı yaşanmaktadır(Şekil 13(e)). Doğal olarak numerik yitim ve dağılımın en az olduğu yön-
tem, 400×400 ağ üzerinde koşturulan dördüncü mertebeden düşük-dağılımlı simetri-korunumlu
yöntemdir (Şekil 13(f)).

Söz konusu problem için simetri-korunumlu yöntemin hiçbir yapay dağılım gerektirmeden
kararlı olduğu gösterilmiştir. Daha önce de bahsedildiği gibi, simetri-korunumlu şema bunu
toplam enerjinin yerel ve küresel korunması özelliğine borçludur. Böylelikle, sahte kinetik ve iç
enerji yaratımından kaçınılmıştır. Buna karşın, sıkışabilir akışlarda yoğunluk çok düşebildiğin-
den toplam enerjinin küresel korunumu hızların ani fırlamalarına engel olamayabilmektedir.
Yine de genel çerçevede bakıldığında, çözüm kararlılığı simetri-korunumu sayesinde yüksek
oranda artmıştır. Elbette, başka problemlerde (örneğin akış içerisinde katı cisim içeren prob-
lemler) kararsızlığa yol açabilecek küçük salınımları ortadan kaldırmak maksadıyla akıya yapay
dağılım eklemek gerekebilmektedir. Buna karşın, standart (simetri-korunumu olmayan) şema
(F = ρVφ) kullanıldığında, yapay dağılım eklemesi -aksi durumda hiç sonuç veremeyeceğinden-
elzem olmaktadır. Bu sebeple, standart şema ile elde edilen sonuçlar tartışılırken yapay dağılımın
etkisi de göz önünde bulundurulmalıdır. Jameson-tipi (Jameson, 1983) şemada (F = ρV ρφ/ρ)
ise herhangi bir yapay dağılım söz konusu problem için gerekmediğinden çözüme dahil edilmemiştir.
Zaten Jameson tipi şema, simetri-korunumlu şemadan -kendini daha çok sıkışabilir akışlarda
gösteren- az bir fark içermektedir (Kok, 2009).
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(a) 100×100 ağ üzerinde ikinci mertebeden
simetri-korunumlu şema
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(b) 100×100 ağ üzerinde ikinci mertebeden
Jameson-tipi şema
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(c) 100 × 100 ağ üzerinde dördüncü mer-
tebeden simetri-korunumlu şema
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(d) 100 × 100 ağ üzerinde dördüncü mer-
tebeden Jameson-tipi şema
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(e) 100 × 100 ağ üzerinde dördüncü mer-
tebeden düşük-dağılımlı (DRP) simetri-
korunumlu şema
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(f) 400 × 400 ağ üzerinde dördüncü mer-
tebeden düşük-dağılımlı (DRP) simetri-
korunumlu şema

Şekil 13: İzantropik vortex taşınımının simetri-korunumlu ve Jameson-tipi şemalar kulanılarak elde
edilen sıcaklık konturları

Kullanılan şemaların doğruluk mertebelerini doğrulamak amacıyla bir hata analizi de yapılmıştır.
Şekil 14’de hataların RMS değerleri katlarak artan adım aralıklarıyla logaritmik ölçekli grafik-
lerde gösterilmektedir. Aralarında en az hata değerine sahip olan görüldüğü üzere dördüncü
mertebeden düşük-dağılımlı(DRP) simetri-korunumlu şemadır. Şeklin geneline bakıldığında
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vaat edilen doğruluk mertebelerine tüm şemalar için ulaşılmış bulunmaktadır. u, v ve T sonuçları
incelendiğinde simetri korunumunun pek bir artısı görülmese de (yapay dağılım eklenen stan-
dart şema karşılaştırması hariç), asıl fark s grafiğinde kendini göstermektedir. Entropi hatası
sonuçları şu bakımdan çok kıymetlidir: Her şema kendi başarısını farklı seviyelerde entropi
hataları vererek göstermektedir. Söz konusu -vizkoz olmayan- problemde, ısı iletimi/üretimi,
şok dalgası vs. bulunmadığından numerik yitim, entropinin tek kaynağı olarak ele alınmalıdır.
Dolayısıyla, entropi üretimi numerik hataların ölçüsü olarak düşünülebilir. Bu bağlamda, simetri-
korunumlu şemaların aynı hata-mertebeli Jameson tipi şemadan yaklaşık bir mertebe daha az
numerik yitime sebep olması şaşırtıcı değildir (bkz. Şekil 14(d). Standart şema ise numerik
yitime ek olarak yapay viskoz yitim de içerdiğinden Jameson tipi şemadan da yaklaşık bir
mertebe fazla hataya sebep olduğu görülmektedir. DRP özelliği eklenmiş simetri-korunumlu
şema beklendiği üzere en az hataya yol açmaktadır. Çünkü numerik yitimin azaltılmasıyla bir-
likte DRP sayesinde numerik dağılma da en aza indirilmiştir. Sonuç olarak Şekil 14(d) simetri
korunumuyla birlikte DRP özelliğinin de faydalarını göstermesi bakımından paha biçilmez bir
çizelge olmuştur.

Tabiatı itibarıyla simetrik ayrıklaştırma şeması hücre yüzlerinde akıyı hesaplamak için fa-
zladan çaba harcamaktadır. Dolayısıyla, aynı doğruluk mertebesine ulaşmak için daha fazla
işlemci zamanı gerekecektir. Örneğin standart şema sonuca -yapay yitim hesabı yüzünden-
Jameson şemasının 1.3 katı sürede ulaşırken simetrik şema 1.8 katı sürede ulaşmaktadır.
Buna rağmen simetrik şema, aynı hata seviyesine ulaşmak için daha büyük hücreli ağlara
izin verdiğinden neticede daha az sürede aynı işi yapabilmektedir. Gözlemlendiği üzere, bahsi
geçen girdap problemi çözümünde, simetri-korunumlu düşük-dağılımlı dördüncü mertebeden
şemanı 200 × 200 ağ üzerinde ulaştığı hata seviyesi, Jameson-tipi düşük-dağılımlı dördüncü
mertebeden şemanın 400 × 400 ağ üzerinde eriştiği hata seviyesine denk gelmektedir. Bu
bağlamda, simetri-korunumlu şemanın temel şemadan (Jameson tipi) yaklaşık 2.7 kat daha
kısa sürede sonuca ulaşabildiği söylenebilir. Karşılaştıma ikinci-mertebeden temel şemayla
yapıldığında aradaki hız farkı çok daha büyüyecektir. Hatta, 3 boyutlu bölgelerde -ki geliştir-
ilmiş olan kod temel olarak 3 boyutta kullanılacaktır- bu fark katlanarak artacaktır.

45



1 2 4
10

−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

h

R
M

S
(∆

u
)

 

 

h
2

h
4

2
nd

 order sym.

4
th

 order sym

4th order DRP sym.

Jameson 2
nd

Jameson 4
th

Jameson 4
th

 DRP

standard 2
nd

standard 4
th

standard 4
th

 DRP

(a) Hız bileşeni u
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Şekil 14: Boyutsuz akış parametrelerinin analitik çözümlerle farklarının RMS değerlerinin logaritmik
ölçekte çizimleri

7.2 Silindir üzerindeki akış

Bilindiği üzere bir silindir üzerindeki vizkoz-olmayan akış -ki durağan bir akıştır- problemi çözüme
yakınsamak bakımından oldukça zor bir problemdir. Bu yüzden, geliştirilmiş olan yüksek-mertebeli
kodun silindir akış testi başarımını görmek için faydalı olacaktır. Asıl amaç olan rüzgar türbinü
gürültüsü problemi durağan-olmayan problem olsa da, ilkin elde edilmiş durağan çözüm elde
etmek başlama koşulları olarak kullanılabileceğinden gereklidir.
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Tipik bir büyük rüzgar türbinü için kanat ucu hızları 0.3 Mach sayısına kadar çıkabilmekte-
dir. Dolayısıyla, silindir üzerindeki akış simulasyonu hem 0.1 hem de 0.3 Mach için yapılmıştır.
Diğer serbest akış parametreleri ise P∞ = 101.3KPa, T∞ = 288K alınmıştır. Dördüncü mer-
tebeden simetri-korunumlu DRP özellikli çözücümüzle elde edilen 0.3 Mach için hız büyük-
lük konturu Şekil 15(a)’de verilmiştir. Uzak sınır şartı olarak yansımaları önleyen bir yöntem
kullanılmalıdır. Burada, durağan problemlerde kullanılagelmiş olan Riemann değişmezleri yak-
laşımı kullanılmıştır. Her iki serbest akış koşulları için artık hatanın düşüşü (residual) Şekil
15(b)’de görülebilir. M = 0.1 durumunda çözümün beklendiği gibi yakınsama sorunu yaşadığı
gözlemlenmektedir. Bunun sebebi, düşük Mach sayılı bir vizkoz-olmayan sıkışabilir akış prob-
lemlerinde spektral yarıçapın küçülmesi, dolayısıyla zaman adımının küçülmesi olarak göster-
ilebilir. Vizkoz akışlarda bu sorun ortadan kalkacaktır. Şekil 15(c) ise potansiyel akış çözümü
ile M = 0.3 için sayısal sonuçlar karşılaştırılmıştır. Sonuçların potansiyel akış sonuçlarına son
derece yakın çıktığı görünmektedir. Buna rağmen, hata artığını 10−5 seviyelerine düşürmek
için 2, 000, 000 yineleme gerektiği gözden kaçamaz. Nihai hedef olan çifte-kesinlik (double pre-
cision) seviyelerine (10−15) yaklaşabilmek için bir yakınsama hızlandırıcısı kullanılmalıdır. Proje
sonrası aşamalarda (Özyörük ve Long, 1996) makalesindeki çoklu-grid yönteminin bu amaçla
kullanılması planlanmıştır. Ancak mevcut projedeki hedefin zamana bağlı simülasyonlar olduğu
unutulmamalıdır.

Şekil 15(a)’deki gözlemlenen silindir ardındaki yapılar vizkoz bir akış ardında görülenleri
anımsatmaktadır. Aslında bu kullanılmakta olan yapay-yitimin yarattığı vizkoziteden başkası
değildir. Entropi üretimine de sebep olan bu vizkoz etki, daha sıkı bir ağ yapısı kullanımıyla
azaltılabilir.
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(a) M∞ = 0.3 için akış hız büyüklüğü konturu (b) Yoğunluk için hata artıklarının RMS değeri azalması
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Şekil 15: Silindir üzerindeki vizkoz-olmayan akışın dördüncü-mertebeden simetri-korunumlu düşük-
dağılım özellikli (DRP) yöntemle hesaplanması.

7.3 Viskoz-olmayan Transonik kanat kesiti benzetimi

Viskoz olmayan akış koşulunda transonik bir kanat kesiti benzetimi yaklaşık 6 kiriş çapındaki
bir çözüm alanı (193 × 94 ağ düğümüne sahip) üzerinde Şekil 16de gösterilmiştir. Çözüm için
4. mertebeden düşük yitimli, DRP özellikli yöntem kullanılmıştır. Şok üzerindeki keskinliği art-
tırmak için Bölüm 3.2’da bahsedildiği gibi, yapay diffuzyona ek olarak bir basınç duyargacı
kullanılmıştır. Deney ölçümleriyle (Cook vd., 1979) karşılaştırıldığında elde edilen sonuç biraz
farklılık göstermektedir. Özellikle şokun tahmin edildiği yer oldukça farklı çıkmaktadır. Bunun
sebebi, deney düzeneğinde rüzgar tünelinin duvar ve akış sınır tabaka etkileri olmalıdır. Ayrıca,
deneyde aslında vizkoz bir akış temsil edilmektedir. Benzetim sonuçları 4. mertebeden başka
bir çalışmanın sonuçlarıyla karşılaştırıldığında (Özyörük ve Long, 1996), sonuçların benzerliği
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dikkat çekmektedir.
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Şekil 16: RAE2822 kanat kesiti üzerinde transonik akış benzetimi (M = 0.725, α = 2.92o)

7.4 Couette akışı

İlk viskoz sonuç olarak, 1K sıcaklık farkı bulunan iki levha arasında, üst levhanın U = 75.4m/s

hızda kaydırılmasıyla elde edilen Couette akışı için elde edilen sıcaklık sonuçları Şekil 17’de
görülebilir (Re = 4000,Pr = 0.708). İlkin, iki levha arasında sabit aralıklı 17 düğüm nok-
tası kullanılmıştır (bkz. Şekil 17(a)). Görüldüğü üzere, mevcut problem için, geliştirilen düşük
yitimli sonlu hacim yöntemi yapay yitim gerektirmemektedir. Dolayısıyla, fiziksel yitimin üzer-
ine herhangi bir yitim daha eklenmediği durumda neredeyse kusursuz bir doğruluk yakalan-
mıştır. Lakin yapay yitim eklendiğinde, eklenen yitimin şiddetiyle (K4,K6) orantılı olarak bir
sapma gözlenmektedir. Düşük Reynolds sayısı altında düşük olan fiziksel yitim (viskozite) ek-
lenen miktardan etkileneceğinden bu doğaldır. Şekil 17(b)’de ise iki levha arası 9 düğüm nok-
tası kullanıldığı durum sergilenmiştir. Her iki mertebe için de yapay yitim kullanılmadığı du-
rumda kusursuz sonuç verse de yapay yitimin etkisi kendisini göstermektedir. Görüldüğü üzere,
dördüncü dereceden çözümün yapay yitim mertebesi 2 mertebe daha yüksek olduğundan
açıkça daha iyi sonuç vermektedir. Aslında, analitik çözümü karesel bir fonksiyon olan prob-
lemin dördüncü mertebeden bir yaklaşımla benzetiminin, analitik çözümü ağ sıklığı ne olursa
olsun tam olarak yakalaması beklenmektedir. Ancak, şekilde az miktarda bir sapma görülmek-
tedir. Bu sapma, sınırlardaki hayali hücrelerin değerlerinin doğrusal yöntemlerle belirlenmesin-
den ve grafik çizilirken hücre merkezlerinin değerlerinin doğrusal interpolasyon ile düğümlere
dağıtılmasından kaynaklanmaktadır. Hız dağılımı grafikte gösterilmese de tüm durumlar için
analitik çözüm olan doğrusal dağılımı yakalamıştır.

49



Temperature (K)

y
 (

m
)

293 293.2 293.4 293.6 293.8 294
0.0E+00

2.0E­04

4.0E­04

6.0E­04

8.0E­04

K
4
=0

analytical

K
4
=1/256
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Şekil 17: Couette akış çözümleri

7.5 Düz levha üzerindeki viskoz akış

Diğer bir viskoz deneme düzeneği olarak düz levha üzerindeki düşük Reynolds sayısına sahip
(laminar), sıkışamayan akış altında oluşan sınır tabakası problemi olarak seçilmiştir. Düz levha
üzerinde x = 2m konumundaki Re = 100000 şartlarındaki sınır tabakası kalınlığı için yaklaşık
32 aralık (69 × 49 düğüm) kullanmak suretiyle hazırlanan ağ yapısı, kulanılan sınır şartlarıyla
birlikte Şekil 18’de betimlenmiştir. Sonuçlardan görüldüğü üzere (bkz. Şekil 19), hem hız profili
hem de duvardaki kesme katsayısı 4. mertebeden çözüm Blasius çözümüne oldukça yakındır.
Ancak, düşey hız dağılımında belirgin bir hata kendini göstermiştir. Bunun sebebi, sınır tabakası
içerisinde, yatay hızla karşılaştırıldığında büyüklükler çok daha küçük olduğundan hatalar daha
belirgin olmaktadır. Bu hata, yapay yitimin şiddetini daha da düşürerek ve spektral yarıçap yer-
ine matriks yitim yöntemi kullanılarak azaltılabilir. Burada da akış doğrultusunda çözüm ağının
sonlarına doğru aralıklar çok büyüdüğünden, grafik çizme işlemi aşamasında doğrusal inter-
polasyon kullanılmasının hata payı göz önünde bulundurulmalıdır. Ayrıca, Blasius çözümünün
sıkışamayan akışlar için olduğunu da unutmamak gerekir.
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Şekil 18: Düz levha akışı için benzetim düzeneği
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Şekil 19: Blasius akış hızı profili(a,b) ve kesme katsayısı dağılımı(c)
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7.6 Simetrik viskoz kanat kesiti benzetimi

Firar kenarı küt olan bir O-grid ağ topolojisine sahip NACA0012 kanat kesiti için M = 0.5

ve Re = 5000 koşullarında laminar bir viskoz benzetim gerçekleştirilmiştir. Ağ yapısı 157 ×
112 düğüm noktası içermekte olup 80c yarıçapına sahiptir. Sonuca yakınsama iki yöntem için
de oldukça başarılı görünmektedir (Şekil 20(c)). Şekil 20(b)’de basınç katsayısı dağılımı liter-
atürdeki ağ yoğunluğu yüksek olan bir benzetimle karşılaştırılmaktadır (Villedieu vd., 2010). 4.
mertebeden DRP özellikli yaklaşım bir miktar daha yakın sonuç yakalamakla birlikte, firar ke-
narı kütlüğünden ötürü bir sapma da görülmektedir. C-grid tipi bir ağ üzerinde bu bölge daha iyi
sonuç verecektir.
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Şekil 20: NACA0012 (M = 0.5, Re = 5000) üzerinde ağ yapısı (a), basınç katsayısı dağılımı (b) ve artık
düşüşü(c)
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7.7 Yaratılmış çözüm yöntemiyle (method of manufactured solutions) kodun
doğrulanması

Bilindiği üzere sıkışabilir Navier-Stokes denklemlerini özellikle üç boyut üzerinde doğrula-
mak kolay bir iş değildir. Çünkü bu özelliklerin tamamına sahip analitik bir çözüm bilinmemek-
tedir. Yapılabilecek olan düşük Mach sayılı (sıkışamayan), 3. boyutta akışı simetrik seçmek
gibi yaklaşımlarla önceki başlıklarda yapıldığı gibi basit akışları çözmektir. Bu tür yaklaşımlar
basit karakterli (kimi ilk ve ikinci türevlerin sıfır olduğu akışlar) de olsa akışın fiziğine yoğun-
laştığından, yazında “validation” tanımına girmektedir (Roy, 2005). Bu bölümde ele alınacak
olan “verification” (doğrulama) ise kodun doğru çalışıp çalışmadığıyla ilgilenmektedir. Doğru-
lama yöntemi kodun her noktasındaki her terimini sınayacağından önemlidir. Bununla birlikte,
bir noktada hata var ise kimi öğeleri kapatmak suretiyle o nokta saptanıp hatası düzeltilebile-
ceğinden oldukça faydalıdır.

Yaratılmış çözüm yöntemi oldukça düz mantıktır. Fiziksel bir problemi çözmek için uğraşıp
durmak yerine, fiziksel olmayan matematiksel fonksiyonlarla oluşturulmuş (yaratılmış) bir çözümü
denklemlere sokarak sağ tarafta yeni kaynak terimleri elde edilir. Bu noktada bu yöntem, kod
içerisinde denklemlere bir değişiklik gereksinim duymakla yetinir. Çözümü zaten bilinen -yahut
saptanmış- bir problem olduğundan elde edilen sonuçlar üzerinden hata hesaplanarak çözüm
mertebesi analizi bile kolaylıkla yapılabilmektedir. Böylelikle, bu yöntem bir kodun kabul görmesi
için en etkili ve hatalara en duyarlı olduğu söylenebilir (Knupp, 2003). Hata mertebesi saptan-
ması için kullanılacak yöntem aşağıda maddelenmiştir (Roy, 2005):

• Tercihen süreğen ve yumuşak davranışlı fonksiyonlardan oluşan bir çözüm seçilir,

• denklem takımları üzerinde bu çözüm yerine konup sağ tarafta kaynak terimleri elde edilir,

• elde edilen kaynak terimleri ve ilgili sınır şartları koda işlenir,

• değişikliğe uğrayan kod ile birkaç ağ yoğunluğu düzeyinde sayısal çözümler elde edilir,

• her noktada yaratılmış çözümle farklarının ikinci normu alınarak ayrıksallaştırma hatası
ölçümü yapılır,

• beklenen hata mertebesiyle gözlenen hata mertebesi karşılaştırılarak doğruluğu sınanır.
Ağ yoğunluk düzeylerinin asimptotik aralık içerisinde olduğuna dikkat edilmelidir.

Bu çalışmada Veluri vd. (2012)’ın da kullandığı aşağıdaki durağan çözüm seçilmiştir:

φ(x, y, z) = φ0 + φxfs(
aφxπx

L
) + φyfs(

aφyπy

L
) + φzfs(

aφzπz

L
) (87)
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Aynı makalede ilgili trigonometrik fonksiyonların (fs) katsayıları da verilmiştir. Bu yolla bir hata
mertebesi yapıldığı takdirde söz konusu kod tüm öğeleriyle (taşınım, yitim, yapay yitim akıları;
sıkışabilirlik ve üç boyutluluk) aynı anda doğrulanmış olacaktır. İstenildiği durumda, belli sınır
şartlarına uyan çözüm yaratılarak ve zamana bağlı etkiler de eklenerek bunların da doğrulaması
yapılabilir. Bu raporda bunlara değinilmeyecek olup, sonraki bir çalışmaya bırakılmıştır.
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Şekil 21: Ağ yapısı (a) üzerinde 3-D NS için yaratılan çözümü (b)

Şekil 21’de iki ve üç boyutlu kodların her ikisi için de yaratılmış çözümlerle elde edilen hata
sonuçları verilmiştir. Üç boyutlu kodun, bütün öğeleri etkin iken (yapay yitim, DRP, vizkozite)
birbiçim olmayan ağ üzerinde bile kusursuzca çalıştığı görülmektedir (bkz. Şekil 21(a) ve 21(b)).
Her öğe etkin iken doğrulama başarılı oluyorsa zaten tüm öğeleri doğrulamış olduğundan ayrı
ayrı denemeler yapmaya gerek yoktur.

7.8 Türbülans modeli sınaması: Düz levha üstü durağan akış

Yöntem başlığında anlatılan Spalart-Allmaras tek denklem modeli ile türbülanslı düz levha akışı
benzetimi gerçekleştirilmiştir (L = 1 m için Rex = 5 × 106). Kullanılan ağ önceki bölümde lam-
inar akış için kullanılanla aynıdır (69×49). İlk grafikte (Şekil 22(a)) sürtünme katsayısı NASA’nın
CFL3D kodu ile elde edilen sık ağ üzerindeki sonuçlarıyla (bkz. http : //turbmodels.larc.nasa.gov/flatplate_sa.html)
karşılaştırılmaktadır. İkinci grafikte ise (Şekil 22(b)) her iki mertebeden çözümlerin sonuçları
logaritmik duvar yasasıyla karşılaştırılmaktadır (κ = 0.41, B = 5.0 bkz. (White, 1974)). Her iki
grafikten anlaşılacağı üzere az düğümlü bir ağ ile dahi, özellikle dördüncü mertebeden yön-
temle oldukça tatmin edici sonuçlar alınabilmektedir.
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Şekil 22: (a) NASA CFL3D sık ağlı (545 × 385) sürtünme katsayısı sonuçlarının az düğüm üzerindeki
(69 × 49) benzetimlerle karşılaştırması, (b) boyutsuz duvar birimleri cinsinden hızla duvar kanunu
sonuçlarının x = 0.97008 ve x = 1.90334m konumlarında karşılaştırması

7.9 Türbülans modeli sınaması: Kanal içerisinde durağan olmayan akış

Türbülans modelinin zamana bağlı simülasyonlarda düzgün çalıştığının gösterilmesi, zorlu bir
düzenek olan kanal akışıyla gerçekleştirilecektir. Genellikle spektral yöntemlerle çözülen bu
problemin sonlu hacimler yönteminde, özellikle DES tipi yaklaşımlar kullanıldığında, olası salınım-
ların numerik yitimlerle yok olup hatalı sonuçlar yarattığı bilinmektedir. Ancak kullanılmakta olan
yüksek mertebeli düşük yitimli sayısal yöntem bunun önüne geçmiştir.

Kanal akışını sağlamak için Reτ = 395 değerine ulaşacak biçimde x yönünde bir gövde
kuvveti uygulanıp, ilk akış koşulları Reb = 6875 ve Mb = 0.2 değerlerine sahip laminar dağılım
olarak belirlenmiştir. Çözüm alanı y ve z yönlerinde periyodik ve 2πH × 2H × πH boyutlarına
sahip olup H = 1 m alınmış ve 32 × 64 × 32 sayıda hücre ile tanımlanmıştır. Boyutsuz zaman
adımı ∆t = 1.2× 10−6 alınmıştır. Benzetimler duvar sürtünmesi bir ortalama değer çevresinde
salınacak duruma gelene kadar ilerletilip sonrasında 960 boyutsuz zaman kadar sürdürülerek
istatistik hesaplamak amacıyla veri toplanmıştır. Türbülansın tetiklenebilmesi için, birbiriyle tu-
tarlı çok sayıda dalga numarasıyla oluşturulan Fourier açılımı yoluyla üretilen salınımlar sayesinde
ilk ana akışa yapay bir türbülans eklenmiştir (bkz. Davidson (2007, 2011)).

Şekil 23’de ZDES modeliyle yapılan bir benzetimde elde edilen örnek bir ara sonuç verilmiştir.
Bu denli seyrek bir ağ yapısında bile türbülans salınımlarının korunabilmesi gerçekten ilginçtir.
Yapılan modelsiz benzetimde yapay yitim kullanılmamakla birlikte modelli benzetimde (ZDES)
az bir miktar kullanılmıştır (k6 = 0.25/256).
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DNS (Moser vd., 1999) ve LES (Rozema vd., 2014) sonuçları ile karşılaştırmalı (bkz. Tablo
3) elde edilen sonuçlara bakıldığında ZDES modeli oldukça başarılı değerler göstermektedir .
Öyle ki, örnek bir LES sonucuna taş çıkartacak kadar doğru bir Reτ değeri daha düşük yoğun-
luklu ağ üzerinde bile elde edilmiş gözükmektedir. Bunun yanında model kullanmadan yapılan
bir benzetim sonucuna baktığımızda DNS’den daha bile iyi değerler elde edilmiştir. Bu durum
ilk bakışta oldukça saçma olsa da unutulmamalıdır ki verilen bir durumdaki ayrıklaştırma hata-
ları, ağ-altı vizkozitesi etkisinin yokluğu gibi modelleme hatalarını örtebilmektedir (Meyers ve
Sagaut, 2007). Yazında bu hataları ağ-altı vizkozite olarak kullanan yöntemlere rastlansa da
(Boris, 2007) bu hatalar kolaylıkla kontrol edilemediğinden türbülans modelleme gereklidir.

Şekil 25 boyutsuz hız profilleri ve Reynolds gerilimleri karşılaştırmalarını içermektedir. Görüle-
ceği üzere ZDES ile elde edilen hız profilinde, DES türü uygulamalarda sıklıkla rastlanan logaritma-
tabakası-uyuşmazlığı vardır. Bunun nedeni bilindiği üzere, RANS bölgesinin türbülans içer-
iğinin ortaya çıkmasını geciktirmesidir. Kimi melez RANS/LES uygulamalarında RANS-LES
arayüzüne yapay türbülans (kimi zaman da DNS’den alınan (Davidson ve Dahlström, 2005))
salınımları eklenerek bu sorun giderilmiştir (Davidson ve Billson, 2006). IDDES (Improved
DDES) diye bilinen modelle de bu sorunu ortadan kaldırmaya yönelik yeni duvar fonksiyonları
öne sürmüş, başarılı da olmuştur (Travin vd., 2006; Shur vd., 2008). Şekil 25’e yeniden bakılırsa
Reynolds gerilimlerinın beklenenden az bulunduğu dikkati çeker. Doğrusu, DNS değerlerini
yakalanaması beklenen bir sonuçtur, çünkü türbülans modellemeleri doğaları gereği türbülan-
sın fiziksel etkisinin -yani vizkozitenin- bir kısmını (veya bütününü) ek vizkozite olarak sunar.
Dolayısıyla salınımların hepsi kendini göstermez.

Şekil 24’de RANS-LES bölgelerinin dağılımını gösterilmektedir. İstendiği gibi RANS (açık
alan) modu yalnızca sınır tabakada çalışıp LES modu diğer bölgelerde (koyu alan) devreye
girmektedir. Burada RANS bölgesi ile kastedilen DDES’in etkin olduğu; LES bölgesi ise yeni
grid aralığı tanımının (∆vol veya ∆ω) etkin olduğu bölgedir.

Tablo 3: Farklı yöntemler ile hesaplanan sürtünme Reynolds sayısı Reτ . Kanal boyutları: Lx = 2πH;
Ly = 2H; Lz = πH. Zorlayıcı boyutsuz kuvvet: Reτ = 395

DNS LES (Leray regularization) ZDES modelsiz
(Moser vd., 1999) (Rozema vd., 2014) (mevcut) (mevcut)

∆x+ 10.0 38.5 77.0 77.0
∆y+

c 6.5 40.7 40.7 40.7
∆z+ 6.5 19.3 38.6 38.6

Nx ×Ny ×Nz 256× 193× 192 64× 64× 64 32× 64× 32 32× 64× 32
Reτ 392.2 386.0 399.9 395.1

Kanal akışına ek olarak, eriyen eşdağılımlı yönbağımsız türbülans (DHIT) benzetimi de yapıl-
maktadır. Herhangi bir sınır tabaka ve RANS bölgesi içermeyen bu deney düzeneği, kullanılan
numerik yöntemin yitiminin ağ-altı (subgrid) modeli ne kadar etkilediği görülebileceğinden önem-
lidir. Düşük yitimli yüksek mertebeden numerik yöntemin başarısı esas olarak kendini bu deneyde
kanıtlayacaktır. Ayrıca kullanılan yapay yitimin yüksek frekans çevrintilere etkisi de bu deneyle
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gözlemlenebilir.

Şekil 23: Kanal içerisindeki bir andaki x-momentum ve girdap büyüklüğü eşdeğer yüzeyi gösterimi
(ZDES)

Şekil 24: ZDES (imode = 2) ve ∆ω kullanıldığında bir anlık LES bölgesi (koyu alan, fd0 ≥ 0.8) ve RANS
bölgesi (açık alan, fd0 ≤ 0.8) gösterimi
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Şekil 25: Boyutsuz ana akış profili ve Reynolds gerilimleri

7.10 Türbülans modeli sınaması: Eşdağılımlı, yönbağımsız türbülansın eriyip
gitmesi

Eşdağılımlı ve yönbağımsız türbülans deney düzeneği, türbülans modellerinin kalibrasyonu ve
kullanılan yöntemin sayısal yitiminin sınanması amacıyla yaygınca kullanılagelmiş bir araçtır.
Üstelik bunu oldukça düşük bilgisayar gücüyle yapabilmemizi sağlar. Ana akıştan gelen bir
enerji beslemesi olmadığından ilk başta verilen türbülanslı akış gitgide eriyip tükenir. Erirken
türbülans enerji basamaklarını ve logaritmik yasayı da koruması beklenir.

Yazında ilgili deney sonuçları bulunmakla birlikte (bkz. en tanınmışı (Comte-Bellot ve Corrsin,
1971)), bunun için hazırlanmış, yaygınca “Wray1997 DNS verisi” olarak tanınan, yayımlan-
mamış veri yığını da bulunmaktadır (Wray; Moser vd., 1998). Bu yığın, temelde 5123 yüksek
çözünürlüklü ağ yapısı üzerinde elde edilmiş DNS verisi içermekle birlikte deney sonuçlarıyla
doğrulanmış güvenilirliğe sahiptir. Şekil 26, eldeki kodun Wray1997 DNS verisiyle doğrulan-
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Şekil 26: Verilen bir ilk yönbağımsız akış alanının üç andaki türbülans enerji tayfı. semboller : 5123 ağdaki
DNS sonuçları (“Wray1997 unpublished data set” diye bilinir), eğriler : 323 ve 643 ağ üzerinde yapay
yitimsiz elde edilen güncel sonuçlar

masını göstermektedir. Karşılıklı yüzleri periyodik sınır koşuluna sahip, tüm kenarları 2π uzun-
luğunda bir küp üzerinde yapılan çözümler için 323 ve 643 yoğunluklu eş aralıklı ağ seçilmiştir.
Çözümün başlatılması için gerekli ilk akış alanı AGARD veritabanından sağlanan 1283 verinin
filtrelemeyle 323 ve 643 veriye dönüştürülmesinden elde edilmiştir. İlk çevrinti vizkozitesi alanı,
ilk akış alanınını dondurmak yoluyla Spalart-Allmaras denklemi durağan kipte yakınsayıncaya
kadar çözülmüştür. Elde edilen çevrinti vizkozitesi alanı akış alanı ile birlikte ilk koşulları oluştu-
rur.

Giderek eriyip giden türbülanslı akıştan, erime sırasında üç zaman düzeyinde (t = 0.2,
t = 1.8 ve t = 3.0 s) türbülans kinetik enerji tayfı alınıp Wray sonuçlarıyla karşılaştırıldığında,
görüldüğü üzere yakalanmakta olan dalga sayıları için oldukça iyi sonuçlar elde edilmiştir.
Bu durum, kullanılmakta olan türbülans modelinin ağ-altı davranışının başarısını göstermekle
birlikte, kullanılan numerik yöntemin, bu denli ağ yoğunluğu düşüklüğüne karşın yitiminin ve
dağılımının azlığını gösterir. Tüm bu nitelikler, geniş bant gürültü benzetiminde önemli payı
olan türbülanslı yapılar ve türbülans enerji basamaklarının doğru hesaplanmasını sağlar.
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8 Sonlu Farklar Kodunu Doğrulama Çalışmaları

8.1 İzantropik girdap taşınımı testi

Sonlu hacimler yöntemi bölümünde bahsedilen izantropik girdap taşınması problemi, benzer
bir şekilde sonlu farklar yöntemi için de denenmiştir. Bu örnek sırasında 50 × 50, 100 × 100

ve 200 × 200 hücre yapısına sahip aynı yöntemle oluşturulan kartezyen ağ kullanılmıştır (Şekil
12). Vref = 200m/s hıza sahip girdap periyodik sınır şartları yardımıyla 10−3s. süre boyunca
taşınmıştır. Girdapın gauss dağılımıyla oluşturulmuş ilk halinin denklemleri şu şekildedir.

V =


V∞

0

0

+ uAe
(1−(r/b)2)/2


(y − y0)/b

−(x− x0)/b

0

 (88)

T

T∞
=

(
p

p∞

)(γ−1)/γ

=

(
ρ

ρ∞

)γ−1

= 1− γ − 1

2

u2
A

c2
∞
e1−(r/b)2 (89)

Euler denklemleri kullanılarak 3 farklı hücre yapısı için girdapların basınç değerlerinin taşın-
mış halinin 2 boyutlu kesiti Şekil 27 içinde gösterilmiştir.
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(a) 50× 50 ağ yapısı (b) 100× 100 ağ yapısı

(c) 200× 200 ağ yapısı

Şekil 27: İzantropik vortex taşınımının DRP korunumlu 4. mertebeden elde edilen basınç konturları

Akış denklemlerinin analitik çözümlerle farkından elde edilen RMS değerlerine bakılarak
mertebe testi yapılmıştır. Şekil 28 içerisinde boyutsuz entropi değerlerinin yukarıdaki ağ yapıları
için elde edilmiş RMS eğrisi 4. ve 2. mertebe eğrileriyle kıyaslanması gösterilmiştir. Amaç-
landığı üzere 4. mertebe sağlanabilmiştir.
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Şekil 28: Boyutsuz entropi değerlerinin analitik çözümlerle farklarının RMS değerlerinin logaritmik
ölçekte çizimi

8.2 Uzak alan sınır şartları yansıma testi

Akustik problemlerin simulasyonlarında dalgaların hesaplama alanından yansıma yapmadan
çıkmasının öneminden bahsedilmişti. Bu bölümde uzak alan sınır şartlarının geliştirilen kod-
daki testi anlatılmaktadır. Bu testte, hesaplama alanı merkezinde gauss dağılımıyla oluşturulan
bir basınç sinyali, akış hızının sıfır olduğu bir ortamda büyüyerek alandan yansımadan çık-
ması gözlemlenmeye çalışılmıştır. Şekil 29, sinyalin zamanda ilerleyişini göstermektedir. Şekil
30 içerisinde ise farklı zamanlardaki sinyalin merkezden (y=0.5m) alınan kesitteki dağılımları
gösterilmiştir. Bu test için serbest akış basınç değeri 101300 Pa olarak seçilmiştir.

62



x (m)

y
 (

m
)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

(a) t = 0 s

x (m)

y
 (

m
)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

(b) t = 6× 10−4 s

x (m)

y
 (

m
)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

(c) t = 12× 10−4 s

x (m)

y
 (

m
)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

(d) t = 18× 10−4 s

Şekil 29: Basınç sinyalinin farklı zamanlardaki hesaplama alanı içerisindeki görünümü
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Şekil 30: y = 0.5 m’deki basınç sinyalinin farklı zamanlardaki dağılımı

Sinyal kabul edilir derecede yansıma yapmadan hesaplama alanından çıkıp alanı tamamen
serbest akış değerine ulaştırmaktadır (Şekil 30). Bu gösteriyor ki; kullanılan asimptotik sınır
şartı denklemleri akustik problemler için yeterince uygundur ve bundan sonraki testlerde bu
sınır şartı kullanılmıştır.
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8.3 Silindir etrafında viskoz olmayan akış testi

Viskoz olmayan akış problemi için silindir etrafında 0.3 mach’lık akış testi yapılmıştır. Kullanılan
ağ, 129× 81 düğüm sayısına sahip ve O-tipi şeklindedir.

Yakınsamış nümerik çözümün iterasyon sayısına göre yoğunluk ve x momentum artık hata
değerlerinin kaç mertebe düştüğünü Şekil 31 göstermektedir. Yüksek iterasyon sayısı gereklil-
iği, geliştirilmiş bulunan algoritmanın yüksek mertebeli ve dolayısıyla durağan akışlara uygun
olmamasından kaynaklanmaktadır.
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Şekil 31: Akış yoğunluk, x momentum ve enerji değerleri için iterasyon sayısı ile artık hata değerlerinin
logaritmik düşüşü

Buradaki hız yaklaşık olarak sıkıştırılamayan akış koşullarına denk gelmektedir ve Euler
denklemleri çözüldüğü için silindirin ön ve arka tarafında yaklaşık simetrik kontur dağılımlar
beklenmelidir. Elde edilen mach ve basınç konturlarında simetrinin hemen hemen korunduğu
görülmektedir (32). Daha detaylı incelemek amacıyla Şekil 33 içerisinde yüzey basınç dağılımı
grafiği gösterilmektedir. Bu şekilde silindir yüzeyi üzerindeki basınç katsayısı (Cp) dağılımı anal-
itik sonuçla (potansiyel akış sonucu) karşılaştırılmıştır ve sayısal sonuçlarda firar noktasına
doğru bazı sapmalar olduğu görülmüştür. Bu sonuç; yüksek mertebeli ve durağan olmayan bir
algoritmayla elde edilen çözümün stabil yapılması için kullanılan yapay yitimin sınır tabakaya
benzer etki yarattığını göstermektedir.
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(a) mach konturları (b) basınç konturları

Şekil 32: Sıfır derece hücum açısı ve 0.3 mach’a sahip viskoz olmayan akışın silindir etrafında oluştur-
duğu konturlar
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Şekil 33: Silindir yüzeyindeki Cp dağılımının analitik sonuçla kıyaslanması

8.4 Düz levha üzerinde laminar akış testi

Durağan viskoz akış problemi için 2 m’lik düz levha (Şekil 18) üzerindeki 0.2 Mach ve 105

Reynolds sayısına sahip laminar akış testi yapılmıştır. Simülasyon, yakınsamış çözümü elde
etmek için RMS değerleri logaritmik ölçekte 10−15 seviyesine düşene kadar sürdürülmüştür
(bkz. Şekil 34). Levhanın firar noktasındaki hız profilleri Blasius çözümüyle (NS denklemlerinin
basınç gradyanının sıfır olduğu durumlardaki analitik çözümü) kıyaslanmıştır (Şekil 35).
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Şekil 34: Akış yoğunluk, x momentum ve enerji değerleri için iterasyon sayısı ile artık hata değerlerinin
logaritmik düşüşü
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Şekil 35: Düz levha üzerinde firar noktasındaki laminar akışın hız profilinin Blasius çözümle kıyaslan-
ması

Şekilde görüldüğü üzere elde edilen çözümler analitik çözümle oldukça benzerdir. Ancak v
hız profilindeki fark u hızına göre fazla gözükse de v hızının büyüklük mertesinin oldukça düşük
olduğu göz önünde bulundurulmalıdır.

Yüzey sürükleme kuvveti katsayısı Şekil 36’de Blasius çözümle kıyaslanmıştır. Sonuçlar bire-
bir örtüşmektedir.
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Şekil 36: Yüzey sürükleme kuvveti katsayısının (Cf ) Blasius çözümle laminar akış için kıyaslanması

8.5 Düz levha üzerinde türbülans akış testi

Bir önceki akış testi aynı Mach sayısı fakat 107 Reynolds sayısı ile aynı düz levha üzerinde ben-
zer RMS değerleri elde edilene kadar türbülanslı akış problemi için yinelenmiştir. Ancak burada
RMS değerleri laminar akış kadar düşürelememiştir (bkz. 37). Buradaki fark N-S denklemlerine
ek olarak çözülen SA denkleminin farklı karakteristiğe sahip olmasından dolayı kullanılan ya-
pay yitimin etkisinden kaynaklanmaktadır. Hız profilleri duvar yasası (law of the wall) ile yüzey
sürükleme katsayısı ise NASA Langley Araştırma Merkezi’nin CFL3D kod ve (545 x 385) grid
ile elde ettikleri çözümle kıyaslanmıştır (Center).
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Şekil 37: Akış yoğunluk, x momentum ve enerji değerleri için iterasyon sayısı ile artık hata değerlerinin
logaritmik düşüşü
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(a) Hız profilinin duvar kanunuyla kıyaslanması
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(b) Yüzey sürükleme katsayısının CFL3D kod ve
(545 x 385) grid ile elde edilen çözümle kıyaslan-
ması

Şekil 38: Düz levha üzerindeki türbülanslı akış sonuçları

CFL3D kodunun kullandığı ağ, yüzey normali yönünde çok daha yoğun olmasına rağmen Cf
dağılımı 4. mertebe özelliğinin de yardımıyla duvar başlangıç noktası hariç birebir aynı gözük-
mektedir (Şekil 38(b)).

8.6 NAC0012 etrafında laminar akış testi

Bu kısımda NACA0012 airfoil kanat kesiti etrafında durağan laminar akış testi yapılmıştır. Akış,
0.5 Mach ve 5000 Reynolds sayısı değelerlerine sahiptir. Simulaston N-s denklemleriyle yapılmıştır.
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O tipi grid yapısı kullanılmıştır (157× 113 grid sayısı ile). Grid yapısı Şekil 39’de görülmektedir.
ε(6) değeri diğer durağan problemlerde olduğu gibi 1/64 olarak kullanılmıştır.
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Şekil 39: NACA0012 etrafında O tipi grid yapısı

Sonuçlar Villedieu ve arkadaşlarının sonuçlarıyla kıyaslanmaktadır (Villedieu vd., 2010). RMS
değerleri şu şekildedir:
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Şekil 40: Akış yoğunluk, x momentum ve enerji değerleri için iterasyon sayısı ile artık hata değerlerinin
logaritmik düşüşü

Şekil 41 Mach ve basınç konturlarını gösterirken, Şekil 42 Cp and Cf dağılımlarını göster-
mektedir. Görüldüğü üzere dağılımlar hücum ve firar noktası dışında oldukça yakındır. Bu fark,
karşılaştırılan çalışmada C tipi ağ yapısının kullanılmasından kaynaklanmaktadır. Bu projedeki
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amaç durağan olmayan problemleri çözmeye yönelik algoritma geliştirmektir ve durağan akış
problemlerinde uyumsuzluklar yaşanabilmektedir. Durağan olmayan çalışmalarda O tipi grid
kullanıldığından bu sonuçlar yeterli görülmektedir.

(a) Mach konturları (b) basınç konturları

Şekil 41: NACA0012 etrafında laminar akış konturları
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(b) yüzey sürükleme katsayısı

Şekil 42: Villedieu vd. (2010) çalışmasıyla Cp ve Cf kıyası

8.7 DDES uygulamasının testi

DDES türbülans modelinin DES’e olan üstünlüğünü test etmek için bir ’ara’ grid oluşturulmuş-
tur. Burada duvara paralel grid aralıkları sınır tabakadan küçüktür. Bu tip durumda LES modu
erken tetiklenmektedir ve sınır tabaka içinde olması gerekenden daha az çevrinti viskozite oluş-
maktadır. DDES bu tetiklemeyi geciktirmektedir. Bu testi yapmak için daha önce kullanılan düz
levha ağ yapısı ara grid yapısına dönüştürülmüştür (bkz. Şekil 43). Bunun için ∆x ve ∆z 0.1δ

kadar alınmıştır. Burada δ sınır tabaka kalınlığı ifade etmektedir ve şu şekilde hesaplanmak-
tadır: δ = 0.37(ReL)−0.2L (Schlichting vd., 2000). Ağ yapısı 513× 49× 9 grid sayısına sahiptir.
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Şekil 43: Ara grid alanının görünümü (∆x ' ∆z ' 0.1δ)

Simulasyon durağan olmayan turbülans akışı içermektedir. Reynolds sayısı x yönünde 106

iken z yönünde 5 × 104 kadardır. Mach 0.1’dir. Akış 2 m’lik düz levha üzerinde ayrı ayrı RANS,
DES ve DDES kullanılarak benzetilmiştir. Beklendiği üzere DDES sınır tabaka içerisinde RANS’a
çok yakın sonuçlar verirken DES düşük miktarda çevrinti vizkositesi oluşturmuştur (bkz. Şekil
44(a)). DES çevrinti viskozitesini yaklaşık olarak 75% kadar düşük göstermektedir ve bu sonuç
Spalart’ın DDES yöntemini anlattığı makalesinde de ifade edilmiştir (Spalart vd., 2006b). DDES’in
üstünlüğü LES aktivasyonunu geciktirmesiyle ortaya çıkmaktadır ve bu projede kullanılmasının
sebebi de tam olarak budur. Geciktirme işi fd fonksiyonuyla sağlanmaktadır ve Şekil 44(b)’de
devreye girdiği yerle DES’in sapmaya başladığı nokta hemen hemen aynıdır.
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(b) fd fonksiyonu

Şekil 44: νt/ν ve fd fonksiyonunun düz levha sınır tabakası içerisindeki dağılımı
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9 Sonlu farklar kodu ile türbülanslı kanat profili akışı ve akustik

Şimdiye kadar yapılan durağan akış testleri geliştirilen kodda hesaplanan akı terimlerinin, uza-
ysal ve zamansal integrasyonların, sınır şartlarının vs. doğru yapılıp yapılmadığını görebilmek
içindi. Yüksek mertebeli kodların durağan akışlara uygun olmadığının farkındalığıyla birlikte
elde edilen sonuçlardan kodun içerisindeki hesaplama döngülerinin doğru yapıldığını ve du-
rağan olmayan akış testlerine hazır olunduğunu göstermiştir.

Bu bölümde durağan olmayan (türbülanslı) akış durumları ve çıkan akustik bilgi ele alınmak-
tadır.

9.1 Düşük hücum açısı

NACA0012 kanat kesiti etrafında DDES benzetimi 5 derece hücum açısı, 0.2 Mach ve 105 Re
sayısı ile gelen türbülanslı akış ile test edilmektedir. Kullanılan O-tipi ağ yapısı ve (225 × 153)

düğüm sayısı içermektedir (Şekil 45).
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m
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(a) yakın alan(2 düğümden birisi gösterilmiştir.)

x (m)

y
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m
)
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­0.005

0

0.005

(b) kesit firar kenarı

Şekil 45: NACA0012 etrafında oluşturulmuş O-tipi ağ yapısı (225× 153)

Burada amaçlanan sonuç pal yüzeyi ve firar ardı akış izindeki türbülans yapılarını incele-
mektir. NACA0012 çevresinde durağan olmayan oturmuş 2 boyutlu akış sonuçları Şekil 46’de
gösterilmektedir. Literatür ile kıyaslandığında x/c = 0.3− 0.4 dolaylarında olması gereken akış
ayrılması bu çalışmada da bezner bölgede gözlemlenmektedir.
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(c) akış ayrılması

Şekil 46: NACA0012 çevresinde durağan olmayan oturmuş akış

9.2 Yüksek hücum açısı

NACA0012 kanat kesitine 45 derece hücum açısı, 0.5 Mach ve Re = 1.3× 106 değeriyle gelen
türbülanslı akışın belli bir zaman aralığı için kesit etrafındaki DDES benzetimi amaçlanmaktadır.
O-tipi (193× 153) ağ kullanılmıştır.

NACA0012 çevresinde durağan olmayan oturmuş 2 boyutlu akış sonuçları Şekil 47’de gös-
terilmektedir.
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(a) basınç dağılımı (b) Mach sayısı

(c) akış ayrılması

Şekil 47: NACA0012 çevresinde durağan olmayan oturmuş akış

Uzak bölge akustik yayılımını etkilediklerinden, yüksek türbülans içerikli akış alanının yarat-
tığı basınç salınımlarını değerlendirmek üzere Şekil 48(a)’de gösterilen veri toplama noktaları
oluşturulmuş ve zamana göre akış değerleri toplanmıştır. Bu noktalardaki basınç salınımlarının
FFT aracılığı ile frekans dağılımları hesaplanmıştır. Şekil 48(b) bu dağılımları pozisyona göre
vermektedir. Tüm noktalarda yaklaşık 100 Hz değerindeki dalgalanmaların baskın olduğu gö-
zlenmektedir. Bu nitelikteki frekans, geniş ölçekli türbülans yapılarının oluşumuna işaret etmek-
tedir. Bu durum zaten Şekil 47’da açıkça gözlenmektedir. Yüksek frekanslara gidildikçe salınım
enerjilerinde beklendiği gibi düşüş yaşanmaktadır.
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