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ONSOz

TUBITAK tarafindan desteklenen 113F138 numarali ve “Klaster cebirlerinin mitasyon
siniflar’” bashkli bu matematik projesi 2013-2016 yillari arasinda Dog.Dr.Ahmet irfan Seven
tarafindan Orta Dogu Teknik Universitesi'nde yiritilmustir. Proje’de klaster cebirlerinin
mutasyon siniflarinin cebirsel ve kombinatoryal 6zellikleri belirlenmistir.
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OZET

Klaster cebirleri (cluster algebras) dnce matematigin klasik bir alani olan temsil teorisinde
ortaya ¢ikmis ve daha sonra varligi diger farkli alanlarda da farkedilmis bir matematiksel
yapidir. Bu projede, klaster cebirlerini belirleyen mitasyon siniflarinin temel cebirsel-
kombinatoryal 6zellikleri ortaya ¢ikariimistir. Bu kapsamda, matematigin temel objelerinden
olan Kac-Moody Lie cebirlerine karsilik gelen klaster cebirleri ile ¢esitli sonlu matasyon tipine
sahip klaster cebirleri igin mitasyon degdismezleri elde edilmistir. Elde edilen sonuglar, bu
konular arasinda yeni baglantilar ortaya ¢ikarmis ve daha iyi anlasiimalarina katkida
bulunmustur. Projede elde edilen sonug ve araglar klaster cebirleri ile ilgili agik hesaplamalar
yapmaya imkan vermektedir. Bu yonuyle proje, klaster cebirleri teorisinde dnemli bir boslugu
doldurmustur. Projede elde edilen sonuglar dért makale olarak yazilmis ve gesitli uluslararasi

bilimsel toplantilarda sunulmusgtur.

Anahtar Kelimeler: Klaster cebiri, mitasyon



ABSTRACT

Cluster algebras first appeared in representation theory, which is a classical area of
mathematics. It has been observed that these algebras are also related to many different
areas of mathematics. In this project, fundamental combinatorial properties of the cluster
algebras which correspond to Kac-Moody Lie algebras and of some cluster algebras of finite
mutation type have been established. The results of the project allow one to do explicit
computations, which are needed very much in the theory of cluster algebras. The results of
the project have been written as four research articles and presented in various international

conferences.

Keywords: Cluster algebra, mutation



1. GIRI$

Temsil teorisi matematigin klasik bir alani olup evrendeki gesitli fiziksel ve biyolojik
sistemlerin simetri 6zelliklerini matematiksel olarak ¢alismak icin kullaniimaktadir. Bu teorinin
en temel problemlerinden birisi, G. Lusztig tarafindan geometrik olarak tanimlanmis olan,
basit cebirsel gruplar ve temsilleri Gzerindeki kanonik bazlarin somut olarak kurulmasidir. Bu
problemin ¢dzUmu igin son yillardaki en dnemli gelisme, projenin konusu olan, klaster
cebirleridir (cluster algebras) (Fomin ve Zelevinsky, 2003). Bu cebirler bir ¢esit komutatif
cebirlerdir; “klaster” (cluster) terimi, bu cebirleri treten bir takim “klaster degiskenleri” nin,
birbirinden ayrik olmak zorunda olmayan, ve esit sayida eleman igceren gruplara (klaster)
ayrilmis olmasindan dolayi kullaniimistir. Klasterler 6zel bir gesit rasyonel donlistmle
birbirlerine baghdirlar. Bu yapisiyla klaster cebirleri, kanonik bazlari somut olarak kurmak ve
¢alismak igin dogal bir ortam saglamaktadir. Ayrica bu cebirlerin matematigin, Kac-Moody Lie
cebirleri, Teichmuller teori, integre edilebilir sistemler gibi diger temel konulari ile yakin bir
sekilde baglantil oldugu gézlemlenmigtir.

Klaster cebirleri teorisinin en temel problemlerden biri, her cebir teorisinde oldugu gibi,
siniflandirma problemidir. Ancak klaster cebirlerinin siniflandiriimasinda, soyut cebirlerin
siniflandiriimasinda kullanilan, izomorfizma denkligi yeterli olmamakta, yukarida belirtilen
klaster yapisinin da korunmasi gerekmektedir. Bu yapiyi koruyan denklige “mutasyon
denkligi” denilmektedir. Klaster cebirlerinin bu matasyon denkligi altinda siniflandiriimasi ve
bir klaster cebirinin mitasyon denklik sinifinin kendisinin acgik bir sekilde belirlenmesi temel
problemlerdir. Projede temel olarak, klaster cebirlerinin mutasyon denklik siniflarini

belirleyen, dolayisiyla bu cebirleri siniflandiran, ézellikler ortaya c¢ikariimistir.

Cogdu cebir teorilerinde oldugu gibi, klaster cebirlerinin de hepsini siniflandirmak mimkin
gorulmemektedir. Dolayisiyla projede, belli temel 6zelliklere sahip ve matematigin diger
alanlarinda yaygin bir sekilde kullanilan klaster cebirleri ¢alisiimistir. Bu kapsamda, projede,
“temel katsayili klaster cebirleri” (cluster algebras with principle coefficients); Kac-Moody Lie
cebirlerine karsilik gelen (acyclic) klaster cebirleri, torus ylizeyinin Gd¢genlemelerine karsilik
gelen klaster cebirleri ve sonlu mutasyon tipine sahip klaster cebirleri igin temel cebirsel ve
kombinatoryal mitasyon dedismezi 6zellikler belirlenmistir.

Projede, klaster cebirlerine ait mitasyon degismezleri bulmak igin bu cebirlerin su 6zelligi
kullaniimigtir: klasterler arasindaki her bir déntisim, bir tamsayi matrisi ile kodlanabilmekte
ve “mutasyon” bu matrisler Gzerinde 6zel bir ddnisim olarak goérulebilmektedir; bu

matrislerin mitasyon (denklik) siniflari bu klaster cebirlerinin mitasyon siniflarini



belirlemektedir . Klaster cebirlerinin bu 6zelligi matematigin bir diger temel konusu olan Kac-
Moody Lie cebirlerinin Cartan matrisleri tarafindan belirlenmesine benzemektedir. Sonug¢
olarak, bir klaster cebirinin mitasyon sinifi bir matrisin mitasyon sinifi olarak goérulebilir.
Projede klaster cebirlerinin mitasyon siniflari, onlara karsilik gelen bu matris mitasyon
siniflarinin temel 6zellikleri ortaya cikarilarak ¢alisiimistir. Projede elde edilen sonuglar doért
makale (Seven, 2014, 2016; Mazi ve Seven, 2016; Seven ve Velioglu, 2016) olarak
yazilmistir.

2. LITERATUR OZETi

Projenin caligma konusu olan klaster cebirleri cebirsel grup temsillerindeki kanonik bazlar
calismak icin cebirsel/kombinatoryal bir ortam saglamak amaciyla Fomin-Zelevinsky
tarafindan tanimlanmigtir (Fomin ve Zelevinsky, 2002). Ayni matematikciler bu cebirler i¢in
temel yapi teorisi de kurmuslardir (Fomin ve Zelevinsky, 2002; 2003; 2007). Bu baglamda
temel katsayili klaster cebirleri tanimlanmigtir (Fomin ve Zelevinsky, 2007); bu cebirler bir
cesit evrensellik 6zelligine sahiptirler; bunlar icin elde edilen sonuglar diger klaster cebirlerine
transfer edilebilmektedir. Proje kapsaminda bu cebirlerin matris mitasyon siniflarinin
cebirsel ve kombinatoryal dzellikleri ortaya c¢ikariimistir.

Klaster cebirleri tanimlandiktan sonra bu cebirleri calismak icin en temel fikir klaster
degdiskenlerini ve klasterlerini, vektorler veya cgesitli kategorilerin objeleriyle, parametrize
etmek olmustur. Bu parametrizasyon fikri kapsaminda temel bir yaklasim klaster yapisini
sonlu tip Kac-Moody Lie cebirlerinin kdk sistemlerinde elde etmek olmustur (Fomin ve
Zelevinsky, 2003). Daha sonra bu yaklasim dénguisiz klaster cebirlerinin temel katsayilarina
uygulanmis, ve bu katsayilari parametrize eden c-vektoérlerinin kok sistemlerine ait kokler
oldugu gosterilmistir; bu 6zellige denk bir karakterizasyon ve diger 6zellikler proje yuraticusu
tarafindan elde edilmistir (Seven, 2015). Bu koklere ait yansimalarin (reflection) 6zelliklerinin
arastirilmasi dogal bir problemdir. Proje kapsaminda, klaster teorisi ile baglantili olarak, bu
yansimalarin sagladigi yeni bagintilar ortaya c¢ikariimistir (Bolim 4.1).

Klaster cebirlerinin matematiksel fizikte 6nemli uygulamalari vardir: Yukarida belirtilen ve
projede galisilan c-vektdrleri bir BPS pargaciginin spektrumunu hesaplamak igin bir metod
vermektedir (Cecotti vd., 2013). Proje kapsaminda bu metodia ilgili temel bir problem

cozUimistir (BoIUm 4.2).

Klaster cebirlerinde parametrizasyon fikri kapsaminda topolojik ylzeylerin Gggenlemelerine
karsilik gelen klaster cebirleri oldugu tesbit edilmis ve buna bagh olarak Teichmdiller



teorisinde cebirsel-geometrik metodlarin uygulanmasi programi baslatiimistir (Fomin vd.,
2008). Projede, yukarida belirtilen kok sistemleri metodu torus ylizeyinin Gg¢genlemelerine
karsilik gelen klaster cebirlerine uygulanmis ve bu cebirler igin temel mitasyon degismezleri
elde edilmistir (Bolum 4.3).

3. GEREG VE YONTEM

Projede kullanilan temel bir metod mitasyon operasyonunun bazlar Gzerindeki etkisini
kullanmak olmustur. Bunun igin bir klaster cebirinin mitasyon sinifindaki matrisler tamsayilar
Uzerine tanimlanan bir bilineer bir formun ¢esitli bazlara gére Gram matrisleri olarak
gorulmustar. Bu bazlar farkli sekillerde segilebilir; proje igin en uygun bazlar olarak “c-vektor”
bazlari kullanilmistir; bu bazlar klaster cebirlerindeki temel katsayilari parametrize
etmektedir. Projede bu bazlarin mitasyon operasyonu ile baglantili cebirsel, kombinatoryal
ve geometrik 6zellikleri ortaya cikariimistir.

Projede kullanilan diger bir temel metod da mitasyon operasyonunun yansima gruplari
(Weyl gruplar) Gzerindeki etkisini kullanmak olmustur. Klaster teorisinin temel sonuglarindan
biri déngusuz klaster cebirlerine ait yukarida belirtilen c-vektorlerinin bir kdk sisteminin
kokleri oldugudur. Buna gore her bir c-vektorune ait bir yansima vardir; projede bu
yansimalarin sagladiklari bir takim 6zel bagintilar belirtilen vektdrlerin geometrik 6zellikleri
kullanilarak ortaya c¢ikarilmigtir (Seven, 2016).

Projede kullanilan temel metodlardan biri de mitasyon operasyonunu graflar Gzerinde
tanimli bir operasyon olarak gorerek bu operasyonu graflar Gzerinde tanimlanmis
fonksiyonlara genellestirmek olmustur. Dongusuz (acyclic) klaster cebirleri igin, bu
genellestirme proje ylruticiUsu tarafindan elde edilmisti (Seven, 2015). Bu projede de torus
yuzeyinin U¢ggenlemelerine karsilik gelen klaster cebirlerinin kombinatoryal igerikli
“admissible quasi-Cartan companion” fonksiyonlarina sahip olduklari gésterilmistir (Seven ve
Velioglu, 2016); bu fonksiyonlar Cartan matrislerini genellestiren bir ¢esit simetrize matrisler
olarak da gortlebilir. Bu 6zellik klaster cebirleri icin ¢gok kuvvetli bir kombinatoryal 6zelliktir.

Projede kullanilan diger bir temel metod da mitasyon operasyonu ile antisimetrik tamsayi
matrislerin lineer-cebirsel dzellikleri arasindaki iliskinin ortaya ¢ikarilmasi olmustur. Bu
baglamda temel katsayil klaster cebirlerine karsilik gelen antisimetrik matrisler denklik
(congruence) bagintisi altinda siniflandiriimis ve Arf degismezleri hesaplanmistir (Mazi ve
Seven, 2016).



4. BULGULAR

Projede elde edilen temel sonuglar dort kisimda 6zetlenebilir:

4.1 Klaster cebirlerinden gelen yansima grup bagintilar

Projenin bu kisminda yansima gruplarinda klaster cebirlerinden gelen bagintilar elde
edilmistir.

(Bu kisimda elde edilen sonuglar “Seven, 2016” no’lu makale olarak yaziimis ve
yayinlanmigtir. Makale bu raporun eklerinde bulunmaktadir. )

Projenin bu kisminda, her bir ddnglstiz klaster cebirinin matris mitasyon sinifina karsilik
dogal bir yansima grubu tanimlanmis ve bu gruplarda 6zel bagintilar ortaya ¢ikariimistir.
Simdi yapilan bu ¢alismalari agiklamaya g¢alisalim:

Projenin bashginda gegen klaster cebirleri bir tamsayl matrisinden olusan bir veri topluluguna
bagl olarak tanimlanmaktadir. Daha agik ifade etmek icin asagidaki tanimi alalim:

Tanim 1: B nxn boyutlu bir tamsayi1 matrisi olsun. Eger kdsegen elemanlari pozitif olan bir D
kdsegen matrisi icin DB antisimetrik ise B’ye “antisimetrize edilebilir” diyoruz (Fomin ve
Zelevinsky, 2002). (Ozelde her antisimetrik matris antisimetrize edilebilir bir matristir, bunun

icin D’yi birim matris almak yeterlidir.)

Bu matrisleri daha rahat kullanmak amaciyla asagidaki sekilde yonlu bir grafla temsil
edebiliriz:

Tanim 2: B bir antisimetrize edilebilir matris olsun. Buna bagh olarak G(B) su sekilde
tanimlanan yonli grafi gostersin: G(B)'nin koseleri B matrisinin indeksleri olan 1,2,...,n; i den
j'ye yonlu bir kenar ancak ve ancak B;>0 ise bulunur ve bu kenara B;;B;; agirligi verilir
(Fomin ve Zelevinsky, 2004).

Kolayca gorilecegi gibi bu tanimla antisimetrik tamsayi matrisleri yonli graflarla birebir bir
sekilde temsil edilebilir; ancak bazi antisimetrik olmayan farkli antisimetrize matrisleri temsil

eden graflar ayni olabilir.



Klaster teorisinde antisimetrize edilebilir matrisler mitasyon denen temel bir operasyonla

beraber kullaniimaktadir. Simdi bu operasyonu hatirlatalim:

Tanim 3: B bir antisimetrize edilebilir matris ve k herhangi bir indeksi olsun. “B’nin k daki
mutasyonu”, elemanlari asagidaki formuille belirlenen B’ matrisidir: eger i=k veya j=k ise B’i=
-Bij; degilse B';j=Bi;j+sgn(Bix)max{Bi«Bx;,0}. B’ matrisi de antisimetrize edilebilir bir matrisdir.
Bu operasyon antisimetrize matrisleri temsil eden graflar lizerinde bir operasyon olarak da

gérilebilir.

Bu operasyon (k daki mutasyon) ardarda iki kere uygulanirsa birim operasyon olur (yani B’
‘'nlin K'daki mitasyonu B dir), dolayisiyla, mutasyon, antisimetrize edilebilir matrisler (ve
graflari) Gzerinde bir denklik bagintisi tanimlar (Fomin ve Zelevinsky, 2004). Bu bagintinin
denklik siniflarina mutasyon siniflari denir: yani B’nin (veya grafinin) matasyon sinifi, B’den
bir mitasyon dizisi ile elde edilebilen matrislerin toplulugudur. Bu sinif sonlu sayida
elemanlardan olusuyorsa B’ye (veya tanimladigi klaster cebirine) sonlu mitasyon tipli

denilmektedir.

Projenin bashginda gecen klaster cebirlerinin herbiri bir antisimetrize matris ve onun
matasyon sinifina bagh olarak tanimlanan ve rasyonel fonksiyonlardan olusan bir degismeli
cebirdir. Herbir antisimetrize edilebilir mitasyon sinifi birebir bir sekilde bir klaster cebiri
belirler (Fomin ve Zelevinsky, 2002). Dolayisiyla antisimetrize edilebilir matrislerin mutasyon
altinda siniflandiriimasi klaster cebirlerinin siniflandiriimasina denktir. Projede klaster
cebirlerine bu yonden yaklagiimaktadir. (Klaster cebirlerinin 6zel rasyonel fonksiyon toplulugu

olarak tanimina projede ve bu raporda ihtiyag duyulmamaktadir).

Gorlldugu gibi klaster teorisinin temel problemlerinden biri antisimetrize edilebilir matrislerin
mutasyon altinda siniflandiriimasi ve mitasyon siniflarinin anlasiimasidir. Bu kolay bir is
degildir, cinkl tanimdan anlasilacagi gibi, mitasyon lineer bir operasyon degildir, parcali
lineer bir operasyondur. Dolayisiyla lineer cebir teknikleri direkt olarak uygulanamamaktadir.
Ancak yine de belli bir noktaya kadar lineer cebir uygulanabilir:

Teorem 1: B nxn boyutlu bir antisimetrize edilebilir matris, k herhangi bir indeks ve B’ de
B’nin k daki mitasyonu olsun. O zaman B’=P'BP seklinde yazilabilecek tamsayilar tizerine

terslenebilir nxn boyutlu P matrisi vardir.

Dolayisiyla, B’nin mitasyon sinifindaki matrisleri B matrisi tarafindan tamsayilar Gzerine

tanimlanan bilineer bir formun ¢esitli bazlara gére Gram matrisleri olarak gérebiliriz. Ancak



bu cok farkli sekillerde yapilabilir; bu bazlarin klaster teorisi igin temel 6zelliklere sahip olmasi
arzulanir. Bu amaca uygun bazlar tanimlanmistir. Bunlari ifade i¢in 6nce asagidaki tanimi
alalim:

Tanim 4: B nxn boyutlu bir antisimetrize edilebilir matris olsun ve ¢=(c;,...,c,) ise Z" ‘in bir
bazi olsun. O zaman (B, ¢) ikilisine bir Y-tohumu (Y-seed) diyoruz.

Yukarida antisimetrize matrisler igin tanimlanan muitasyon operasyonunu Y-tohumlarina

genigletelim:

Tanim 5: B bir antisimetrize edilebilir matris ve k herhangi bir indeks olsun. (B, ¢) ikilisi de
bir Y-tohumu (Y-seed) olsun. Ayrica ¢=(cx,...,Cq)’yi olusturan herbir ¢; vektorinun sifirdan farkli
koordinatlarinin hepsi ayni isarete sahip olsun (bu isareti sgn(c)) ile gbsteriyoruz; bu sarta
isaret sarti diyoruz) . Buna bagli olarak B’ matrisi B'nin k daki mutasyonu ve ¢’=(c’y,...,c’n) da
asagidaki sekilde tanimlanan baz olsun: eger i=k ise c’=-ci; degilse

c’i=ci+trmax{[sgn(cx)Bx,],0}c«.

Goruldugu gibi Y-tohumlari Gzerinde mutasyon operasyonu tanimlamak igin bir isaret sart
(sign condition) bulunmaktadir. Antisimetrize matrisler i¢in tanimlanan mutasyon operasyonu
igin ise bdyle bir sart yoktur. Klaster teorisinde arzu edilen ise matrislerle beraber ¢ bazlarina
da mutasyon uygulamaktir; dolayisiyla burada bu isaret sartini sagliyan vektérlerden olusan
bazlarin elde edilmesi ve bunlarla ¢alisiimasi gerekmektedir. Klaster teorisinin en temel

sonuglarindan birisi bu bazlarin elde edilmesidir:

Teorem 2: B, bir antisimetrize edilebilir matris ve co=(e,...,en) standart baz olsun. O zaman
(Bo, €o) tohumundan herhangi bir mitasyon dizisi ile elde edilen (B, ¢) tohumu yukarida
belirtilen isaret sartini saglayacaktir; buradaki tohumlardaki baz vektorlerine, yani c/lere,
Bo'a ait c-vektorleri ve ¢=(c,...,Cn) bazina da bir c-vektdr bazi denir. B matrisi B, tarafindan
tanimlanan bilineer formun ¢ bazina gére Gram matrisidir (Derksen vd., 2010).

Gorildugu gibi bu teorem Tanim 5’te verilen formulin (Bo, ¢o) Y-tohumundan baslanildiginda
her indeks dizisi igin uygulanabilecegini sdylemektedir. Bu sekilde elde edilen c-vektorleri
klaster cebirlerindeki katsayilari parametrize etmektedir; bu katsayilar bazi monomyaller olup
¢ok dnemli dzelliklere sahiptir (bu monomyallerin tanimina projede ve bu raporda ihtiyag
duyulmamaktadir). Dolayisiyla klaster teorisinin temel problemlerinden birisi bu temel
bazlarin, yani c-vektoér bazlarinin temel dzelliklerinin ortaya ¢ikarilmasi ve karakterize

edilmesidir yani bir c-vektor bazini olugturan vektorleri cebirsel ve kombinatoryal 6zellikler ile



belirlemektir. Projenin amaglarindan birisi bu ézellikleri belirlemektir. Bu kapsamda
dongusuz klaster cebirlerine (veya onlarin mitasyon siniflarina) ait c-vektor bazlari
arastiriimistir. Bu cebirler ¢cok énemli olup Kac-Moody-Lie cebirlerine karsilik gelmektedir.

Simdi bizim ¢aligmamizla ilgili tanimlari alalim:

Tanim 7: B bir antisimetrize edilebilir matris ve G(B) onu temsil eden yonlu graf olsun. Eger
G(B)'de hig devir yoksa B’ye veya G(B)'ye donglistiz antisimetrize edilebilir matris veya graf;
bunun tanimladigi klaster cebirine de dongusuiz klaster cebiri diyoruz.

Doéngusiz antisimetrize edilebilir matrislere ait c-vektorlerinin hususi ézellikleri vardir. Bunun

icin dnce asagidaki tanimi hatirlatalim:

Tanim 8: A nxn boyutlu bir tamsayi matrisi olsun. Eger kdsegen elemanlari pozitif olan bir D
kdsegen matrisi icin C=DA simetrik olsun. Agagidaki sartlari saglyan A'ya “simetrize
edilebilir genellestiriimis Cartan matrisi” diyoruz: her i icin A;;=2; eger i #j ise A;;<=0.

Her genellestiriimis Cartan matrisi bir “kdk sistemi” tanimlar:

Tanim 9: A simetrize edilebilir genellestiriimis Cartan matrisi ve ay,..., a, de Z"in bir bazi
olsun. Her i indeksi icin s; ile baz vektorleri Gzerinde si(a;)= a;-Aija; seklinde tanimlanan lineer
doénusumi gdsterelim; s’ye i indeksine ait yansima diyoruz. Bu yansimalar, yani s,...,Sn,
tarafindan uretilen grup W’ya Weyl grup diyoruz. Baz vektorlerinden (yani ay,..., a, ‘den)
W’nun etkisiyle elde edilen vektorlere reel kdkler (real roots) diyoruz: yani W’daki bir w igin

a=w(a;) ise a bir reel kdk oluyor; a icin karsilik gelen yansima da wsw' olarak tanimlanir.

Simdi dongulsuz antisimetrize edilebilir matrislere ait c-vektérlerinin en temel 6zelligini ifade
edebiliriz:

Teorem 3: B dongusuz bir antisimetrize edilebilir matris ve A asagidaki sekilde tanimlanan
matris olsun: her iigin A;=2; eger i #j ise Aij=- |Bijl. O zaman A bir genellestiriimis Cartan
matrisidir ve B’ye ait c-vektorleri A matrisine ait reel kdklerdir (Speyer ve Thomas, 2013).

Bu cercevede asagidaki dogal problemler projede ele alinmistir:
Problem: By bir déngisiiz antisimetrize edilebilir matris ve (B, ¢) yukaridaki Teorem 2’de

elde edilen bir Y-tohumu, t4,...,t, de cs,...,cy’e ait yansimalar olsun (burada ¢=(cy,...,Cn) bir c-
vektor bazi ve Teorem 3’e gore her c; bir reel koktur).



1) ti,....t. tarafindan Gretilen grubun belirlenmesi
2) t,...t'in sagladigi bagintilarin tesbit edilmesi

Gorlldugu gibi bu problemler, projedeki amacimiz olan c-vektér bazlarini anlamak icin dogal
bir yaklagim vermektedir: c4,...,c.'in bir c-vektér bazi olarak bir araya gelmeleri igin bunlara ait
yansimalarin belli badintilar saglamalari beklenir ve bu bagintilar Gzerinden bu c-vektor
bazlarini karakterize etmek “conceptual” bir yaklasimdir. Bu yaklagsimla bu problemlerin
¢6zumu igin projede ¢ok temel sonuglar elde edilmistir ve bunlar ekteki makale olarak

yazilmigtir. Simdi bunlari 6zetleyelim:

Problem 1) ¢ozllerek t4,...,t, tarafindan tretilen grubun Weyl grubuna izomorf oldugu
gOsterilmistir. Dolayisiyla bu grup bir mitasyon degismezidir.

Problem 2) de ise sonlu tip (finite type) yansima gruplari igin bilinen bagintilari bitin
yansima gruplari i¢in genellestiren (far reaching generalization) yeni bagintilar elde edilmistir.
Bu kapsamda 6nce ti,...,t, ‘in Coxeter bagintilarini sagladig1 gosterilmigtir. Coxeter bagintilari
klasik bagintilardir; ancak klaster teorisi igin yeterli degildir. Yakin zamanda Coxeter
bagintilarini genellestirmek amaciyla Barot ve Marsh tarafindan yeni bagintilar ortaya
atiimistir (Barot ve Marsh, 2015). Daha acik ifade etmek gerekirse, bilindigi gibi Coxeter
bagintilari Dynkin diagramlarinin kenarlarina (edge) karsilik olarak tanimlanmaktadir
(Dynkin diagraminin kdseleri ise jeneratorlere karsilik gelmektedir) ; Barot-Marsh bagintilar
ise Dynkin diagramlarinin déngdlerine (cycle) karsilik olarak tanimlamistir. Barot-Marsh
bagintilari sonsuz tipli klaster cebirleri icin gecerli degildir: yani Problem 2’de belirtilen ti,...,t,
tarafindan saglanmamaktadir. Ancak proje kapsaminda bu bagintilarin sonsuz tipli klaster
cebirlerine genellemesi elde edilmis ve Problem 2)’de belirtilen t,,...,t, tarafindan saglandigi
gosterilmistir. (Barot-Marsh bagintilari soyut olarak ortaya atilmistir; projede ise bu bagintilar

geometrik olarak yorumlanarak genellestirilmigtir)
Projenin bu kisminda elde edilen sonugclar “Reflection group relations arising from cluster

algebras” baslikli bir makale olarak yazilmis ve yayinlanmistir (Seven, 2016). Makale bu
raporun eklerinde bulunabilir; detaylar igin makaleye bakiniz.

4.2 istisnai sonlu miitasyon tipine sahip klaster cebirlerinin maksimal yesil dizileri



Projenin bu kisminda “istisnai” sonlu mutasyon tipine (exceptional finite mutation type) sahip
klaster cebirlerinin mitasyon siniflarindaki maksimal yesil diziler belirlenmistir.

Projenin bu kisminda yapilan ¢alismalari anlatmak igin yukarida (Bolim 4.1) verilen Teorem
2'de su 6zel duruma bakalim:

Tanim 6: Teorem 2’deki mitasyon dizisinde, k.....k1 gibi, indekslerin herbiri, yani her k;,
kendilerine karsilik gelen c-vektdrinan (yani kininci c-vektoru) isareti pozitif olacak sekilde
secilirse bu diziye “yesil dizi” denir; eger bu diziyi uyguladiktan sonra elde edilen c-
vektorlerinin hepsinin isareti negatif ise bu diziye “maksimal yesil dizi” (maximal green
sequence) denir. (Bunlara “yesil” denmesinin sebebi “isaret”i bir ¢esit trafik isareti olarak
gbren bir analojiden dolayidir). Bu mitasyon dizisi uygulanirken elde edilen c-vektor
bazlarina (yeni her j<=k icin k;....ks mutasyonlarini uyguladiktan sonra elde edilen c-vektor

bazlarina) “maksimal yesil dizi bazlar” diyoruz.

Maksimal yesil dizilerin matematiksel fizikte 6nemli uygulamalari vardir; bu diziler bir BPS
parcaciginin spektrumunu hesaplamak igin bir metod vermektedir. Bu kapsamda (Cecotti
vd., 2013) no’lu makalede matematiksel fizikte 6zel bir &nemi olan sonlu mutasyon tipine
sahip (yani mutasyon sinifi sonlu olan) klaster cebirlerinin maksimal yesil dizileri bazi
istisnalar (Xs ve X7 tipler) ile belirlenmistir. Projede bu istisnai tipli klaster cebirleri ele alinmis
ve bu cebirlerin maksimal yesil dizilerine sahip olmadiklari ispatlanmistir. Bu sonug, projede,
maksimal yesil dizilere sahip olmayan klaster cebirlerini belirleyen genel bir kriter bulunarak

elde edilmisgtir.

Projenin bu kisminda elde edilen sonuglar “Maximal green sequences of exceptional finite
mutation type quivers” baslikli bir makale olarak yazilmis ve yayinlanmistir (Seven, 2014).
Makale bu raporun eklerinde bulunabilir; detaylar i¢in makaleye bakiniz.

4.3 Torus yiizeyinin iiggenlemelerinden gelen klaster cebirleri ve simetrik matrisler

Projenin bu kisminda, torus yuzeyinin dggenlemelerine karsilik gelen klaster cebirlerinin
mutasyon siniflarindaki her bir antisimetrik matrisin uyumlu (admissible) Cartan eglenigi

oldugu gosterilmistir.

Yukarida tanimi verilen (Tanim 7) dongustiz klaster cebirlerinin mitasyon siniflarini galismak
icin temel bir metod, yaruticl tarafindan tanimlanmis olan uyumlu (admissible) Cartan
eslenikleridir (Seven, 2011): antisimetrize edilebilir bir B matrisinin bir Cartan eslenigi, B’'nin



elemanlariyla ayni mutlak degere sahip elemanlardan olusan simetrize edilebilir bir A
matrisidir; uyumlu Cartan eslenikleri ise elemanlarinin isaretleri antisimetrik matrisin
grafindaki dongllere gore secilmis 6zel bir tip esleniklerdir. Mitasyon operasyonu bu
esleniklere de genellestirilerek calisiimaktadir. Bu metodla déngtisiz klaster cebirlerinin
mutasyon siniflari icin ¢cok temel sonuglar elde edilmistir (Seven, 2015).

Diger yandan, dongusuz klaster cebirlerinden baska, en dnemli klaster cebirleri topolojik
yuzeylerin tg¢genlemelerine karsilik gelen klaster cebirleridir (Fomin vd., 2008). Bu cebirlerin
de ¢ok 6nemli uygulamalari vardir. Bu cebirler genel olarak déngusuizdir ve sonlu mitasyon
tipine sahiptir (yani matris mitasyon sinifi sonlu sayida matrisden olusmaktadir). Projenin bu
kisminda, yukarida belirtilen Cartan eslenigi metodunun, topolojik ylizeylerden gelen klaster
cebirlerine de uygulanilabilecedi gosterilmistir. Bu kapsamda, projede, torus ylzeyinin
ucgenlemelerine karsilik gelen antisimetrik matrislerin ve graflarinin yapisal 6zellikleri ortaya
cikarilarak bu matrislerin uyumlu Cartan egleniklerine sahip olduklari ispatlanmistir. Bu sonug
dongusuz klaster cebirleri igin bilinen temel sonuglarin belirtilen dénguili klaster cebirlerine
de genellegtirilebilecegini gostermektedir. Bu baglamda, torus yuzeyinin tggenlemelerine
karsilik gelen miutasyon siniflari icin yansima gruplari tanimlanmis ve bu gruplarin Bolum
4.1’de belirtilen dongusuz klaster cebirleri icin elde edilmis bagintilari sagladiklari
gOsterilmistir.

Projenin bu kisminda elde edilen sonugclar “Cluster algebras from triangulations of the torus
and symmetric matrices” baslikli bir makale olarak yazilmistir (Seven ve Velioglu, 2016).

Makale bu raporun eklerinde bulunabilir; detaylar icin makaleye bakiniz.

4.4 Temel katsayili klaster cebirleri ve denklik (congruence) bagintisi

Projenin bu kisminda temel katsayili klaster cebirlerine karsilik gelen antisimetrik matrisler
denklik (congruence) bagintisi altinda siniflandiriimis ve mod 2 indirgemelerinin Arf
degismezleri hesaplanmistir.

Bolim 2’de belirtildigi gibi temel katsayili klaster cebirleri (Fomin ve Zelevinsky, 2007) en
temel klaster cebirleridir ¢linkl bu cebirler bir ¢gesit evrensellik 6zelligine sahiptirler; bunlar
icin elde edilen sonugclar diger klaster cebirlerine transfer edilebilmektedir. Dolayisiyla temel
katsayili klaster cebirlerinin (Fomin ve Zelevinsky, 2007) mutasyon siniflarindaki matrislerin
lineer cebirsel 6zelliklerinin arastiriimasi dogal bir problemdir. Bu kapsamda projede temel
katsayili klaster cebirlerinin mutasyon siniflarindaki matrisler denklik (congruence) bagintisi
altinda siniflandiriimis ve bunlarin degismezlik faktérlerinin (invariant factors) bire esit oldugu
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gOsterilmistir. Ayrica sonlu tipe (Fomin ve Zelevinsky, 2004) sahip olanlar i¢in mod 2
indirgemelerinin Arf degismezleri hesaplanmistir. Buna gore belirtilen mitasyon siniflari igin
Arf degismezinin matrislerin graflarindaki dongi (cycle) sayisi ile belirlendigi gosterilmistir.
Bu 6zellikler belirtilen klaster cebirlerini siniflandirmak igin somut mutasyon-degismezleri

vermektedirler.

Projenin bu kisminda elde edilen sonuglar “Congruence classes of skew-symmetric matrices
for cluster algebras with principal coefficients ” baglikli bir makale olarak yaziimistir (Mazi ve
Seven, 2016). Makale bu raporun eklerinde bulunabilir; detaylar icin makaleye bakiniz.

Yayinlar

[91,[11],[12] ve [14] no’lu referanslar (Seven, 2014, 2016; Mazi ve Seven, 2016; Seven ve
Velioglu, 2016) proje kapsaminda yazilmig makalelerdir. (Makaleler bu raporun eklerinde
bulunmaktadir.)

Sunumlar

Projede elde edilen sonugclar proje yuriticusu tarafindan asagidaki uluslararasi
konferanslarda sunulmustur.

XXV. Meeting on Representations of Algebras, Sherbrooke, Kanada, Ekim 2013
Cluster algebras in representation theory, Seul, Giiney Kore, Kasim 2014

Cluster algebras in combinatorics and topology, Seul, Gliney Kore, Aralik 2014

o=

Representation theory seminar, Bonn Universitesi, Almanya, Ocak 2014

5. SONUG

Projede, matematigin temel konularindan olan klaster cebirlerinin mitasyon siniflarinin temel
cebirsel ve kombinatoryal dzellikleri ortaya ¢ikariimistir. Bu baglamda yeni bagintilar
(“generalized Coxeter relations” gibi) ve genel kriterler (on the existence of maximal green
sequences) elde edilmis olup, bu kavram ve metodlarla klaster cebirlerinin bazi temel
problemleri ¢dzllmis ve bu cebirlerin matematigin diger temel konulari olan Kac-Moody Lie
cebirleri ve matematiksel fizik ile yeni baglantilari ortaya ¢ikariimigtir.

Bilindigi gibi klaster cebirleri arasinda en énemli iki sinifi Kac-Moody Lie cebirlerine karsilik
gelen déngusuz klaster cebirleri ve topolojik ylzeylerin Gggenlemelerine karsilik gelen
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klaster cebirleridir. D6ngustz klaster cebirlerini galismak icin temel bir metod, ydruttci
tarafindan tanimlanmis olan uyumlu (admissible) Cartan eslenikleridir. Bu metod projede
gelistirilerek kullaniimigtir; elde edilen sonuglar bu metodun topolojik ylizeylerden gelen
dongulu klaster cebirleri icin de kullanilabilecegini gostermektedir. Bu cergevede, topolojik
yuzeylerden gelen klaster cebirleri igin de kok sistemi nosyonunun tanimlanip, bu
cebirlerdeki temel katsayilari parametrize eden c-vektérlerinin bu kék sistemleri ile baglantili
Ozelliklerinin ortaya ¢ikarilmasi bu projenin dogal bir devami olacaktir. Boyle bir ¢alismada,
projede gelistirilen metodlar gok temel bir rol oynayacaktir.

Projenin sonuglari uluslararasi saygin dergilerde yayinlanmis olup ayrica yine uluslarasi

konferanslarda sunulmustur. Sonug olarak proje basarili olmustur.
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