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OZET

Bu rapor, 114F116 numarali TUBITAK-3501 KARIYER projesinin sonug raporudur. Oncelikle
giris kisminda projenin icerigi ve onemi tartisilmistir. Burada, ACM vektér demetleri ve
instanton demetleri Gzerine yapilan c¢alismalarin énemi anlatiimistir. Giris kismini izleyen
literatlir 6zeti, proje konusuyla ilgili konularda son vyillarda yapilan arastirmalarin bir 6zetini
icermektedir. ACM vektér demetleri ve instanton demetleri Gizerine yapilan arastirmalar detayl
bir sekilde tarif edilmistir. Gerecler ve yontemler kisminda Beilinson spektral dizileri ve bunlarin
olasi kullanimlari aciklanmistir. Proje siresince elde edilen bulgular, is paketleriyle baglantil
bir sekilde agiklanmistir. Bunlar arasinda, Veronese ylzeyleri Uzerinde Ulrich vektor
demetlerinin insa edilmesi, ve U¢ boyutlu projektif uzayin bir noktada patlatiimasi Gzerinde
instanton demetlerinin var olup olmamasi problemleri 6nemli yer tutmaktadir. Proje siresince
organize edilen ve katilinan konferanslar agiklanmig, proje sonuglari ile projenin Turkiye'de

cebirsel geometrinin gelisimine yapmasi beklenen katkilar tartisiimistir.



ABSTRACT

This is the final report for the TUBITAK-3501 KARIYER project 114F116. The content and the
importance of the project have been discussed in the introduction. Here, the importance of
recent research on ACM vector bundles and instanton bundles has been emphasized.
Following the introduction are a summary of the recent literature on the topics pertaining to the
project, and the tools and methods used in the project. Recent research on ACM vector
bundles and instanton bundles have been discussed in detail. Also, the Beilinson spectral
sequences and their applications to research on vector bundles have been explained. The
project results are discussed in connection with work packets. Important among these are the
construction problem of Ulrich vector bundles on Veronese surfaces and the existence problem
of instanton bundles on the blow-up of three dimensional projective space at one point.
Conferences organized and attended during the project, project results, and the contribution

of the project to the development of algebraic geometry in Turkey are explained.

Vi



1. GIRIS

Cebirsel varyeteler Gizerinde vektér demetleri ve bunlarin modul uzaylari, 1960’lardan beri
cebirsel geometrinin en 6énemli konularindan biri olmustur; ve bu konuda son yillarda
oldukcga yogun bir sekilde arastirma yapilmaktadir. Bu konuda yapilan ilk arastirmalar, en
dusuk boyutlu cebirsel varyeteler olan cebirsel egriler Uzerindeki vektér demetleri
Uzerineydi. Bunlari, cebirsel ylizeyler ve daha yluksek boyutlu cebirsel varyeteler tGizerindeki
vektér demetleri ve bunlarin modul uzaylari Uzerine yapilan calismalar takip etti. Bu
calismalarin 6nemi, hem saf matematikte yeni arastirma konulari Uretiimesine imkan

tanimalarindan, hem de teorik fizikle baglantilarindan kaynaklanmaktadir.

“Birkhoff-Grothendieck Teoremi” (Birkhoff, 1913; Grothendieck, 1956) olarak adlandirilan
teoreme gore, projektif dogru P* lzerindeki bir vektor demeti, dogru demetlerinin direkt
toplami olarak ayrisir. Bu sonugtan sonra, projektif diizlem P? (izerinde hangi vektor
demetlerinin dogru demetlerinin direkt toplami seklinde ayristig1 sorusu giindeme gelmigtir.
Horrocks’a (1964) ait bir teoreme gore, P? Uzerindeki bir vektor demetinin, dogru
demetlerinin direkt toplami olarak ayrismasinin gerekli ve yeterli kosulu, batlin burgularinin

(Ing. twist) birinci kohomolojilerinin sifir olmasidir.

Daha genel olarak, boyutu n olan purtzsuz, projektif X varyetesi Gzerinde bir vektor demeti
E, 0 < i < n ve bitin t tamsayilari i¢in eger H(X, E(t))=0 kosulunu saglarsa, “aritmetik
Cohen-Macaulay” (ACM) oldugu sdylenir. Bu vektor demetleri, son 15-20 yilda ¢ok sayida

galismaya konu olmustur.

Bu projede, ACM vektor demetlerinin 6zel bir hali olan Ulrich demetlerinin galisiimasi,
onemli bir yer tutmaktadir. Bunlar, ACM vektor demetleri olmakla birlikte, Hilbert
polinomlarinin da 6zel bir hal almasi ile tanimlanirlar; ayrica, verilen bir vektor demetinin
Ulrich olup olmamasi igin gerekli ve yeterli ¢cok sayida kosul bulunmaktadir. Ulrich
demetleri, genellestiriimis Clifford cebirleri, verilen bir hiperylizeyin determinant veya
Pfaffian olarak temsili, Boij-Sdderberg teorisi, Minimal Cézunurlik Sanisi gibi alanlarla
baglantili olarak kargimiza ¢gikmaktadir. Eisenbud vd. (2003), verilen herhangi bir purtizsiiz
projektif varyete Uzerinde Ulrich demetlerinin bulunup bulunmadidini, eder bulunuyorsa
bunlarin mimkdn olan en kliglk mertebesinin ka¢ oldugunu sormuslardir. Hem bu makale,
hem de Beauville’in (2000) Ulrich demetleri ve determinantal ve Pfaffian hiperyizeyler
arasindaki baglantiyi ortaya koydugu makale, son yillarda Ulrich demetleri lizerine yapilan

calismalari tesvik etmistir.

Projede yer alan bir diger konu da, instanton demetlerinin incelenmesidir. instanton
demetleri, ilk olarak Atiyah ve Ward’'in (1977) ve Atiyah vd.'nin (1978) makalelerinde, dort
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boyutlu kiire S* lizerinde Yang-Mills denklemlerinin ¢éziimlerini karakterize etmek igin insa
edilmislerdir. instanton demetleri, (i¢ boyutlu projektif uzay P? tizerinde bulunan, mertebesi
iki olan, kararli, birinci Chern sinifi 0 olan ve H'(P3, E(-2))=0 olan E vektdr demetleridir.
lerleyen yillarda, instanton demetlerinin modil uzaylarinin boyutu ve indirgenemezIigi,
degisik turden varyeteler Uzerinde instanton demetlerinin varligi ve modul uzaylarinin
ozellikleri Gzerine galismalar yapiimistir. Bu projede ise, li¢ boyurlu projektif uzay P*iin bir
noktada patlatimasi (ing. blow-up) lzerinde instanton kosulu tanimlanmis ve instanton
demetlerinin insasi Uzerine calisilmaya baslanmistir. Bu varyetenin Picard sayisinin iki
olmasi, bu ¢alismayi dnceki ¢calismalara gére 6zgun kilmaktadir; zira énceki ¢alismalarda

kullanilan varyetelerin Picard sayisi daima bir idi.

Burada anlattigimiz arastirmalarin dikkate deger bir diger yonu, bu vektdér demetlerinin ingsa
edilmesi ve ozelliklerinin incelenmesi igin turetilmis kategori yontemlerinin kullaniimasidir.
Taretilmis kategoriler, purtzsiz projektif varyetelere ait kategorilerdir; ve son yillarda
vektor demetleri Uzerine arastirma yapanlar igin vazgecilmez bir ara¢ haline gelmislerdir.
Bu modern araclari kullanarak yapilan arastirmalar, Turkiye’de cebirsel geometrinin

gelismesi yonunde 6nemli bir rol oynayacaklardir.



2. LITERATUR OZETI
2.1 Ulrich demetleri lizerine yapilan ¢aligsmalar

Ulrich demetlerinin baslangici, Ulrich’'in (1984) calismasina dayanir. Bu makalede Ulrich,
maksimal sayida Uretece ve dogrusal serbest ¢ozlnlrlige sahip derecelendiriimis Cohen-
Macaulay moduillerini incelemistir; bu modullerin 6zelligi, daha sonradan “Ulrich demeti”
olarak tanimlanacak olan vektér demetlerinin derecelendirilmis kesit moddillerinin, tam da
Ulrich’in inceledigi tirden moduller olmasidir. Bu makaleyi, Brennan vd. (1987) ve Backelin
ve Herzog (1989) takip etmistir. Biraz farkl bir dogrultuda, Van den Bergh’in (1987)
¢alismasinda, iki veya u¢ degiskenli genellestiriimis Clifford cebirlerinin temsilleriyle Ulrich

demetleri arasinda birebir bir iliski bulunmustur.

Beauville’in (2000) makalesinde, Ulrich demetlerinin, hiperylizeylerin determinantal veya
Pfaffian varyete olarak temsilleri arasindaki iliski Gzerine ¢alisiimistir. Buna gore, verilen
bir hiperylzeyin determinantal olmasinin gerekli ve yeterli kosulu, Gzerinde Ulrich dogru
demeti olmasidir; Pfaffian olma icin gerekli ve vyeterli kosul ise, Ulrich demetinin

mertebesinin iki olmasidir.

Eisenbud vd. (2003) makalesinde, Ulrich demetleri ile Chow kompleksleri arasindaki iligki
incelenmis ve ¢esitli 6zel durumlarda Ulrich demetlerinin var olup olmadidi sorulmustur.
Plrtzsuz projektif egriler Gzerinde Ulrich dogru demetlerinin var oldugu kanitlanmistir.
Ayrica, projektif herhangi bir varyete Uzerinde Ulrich demetlerinin var olup olmadigi da ilk

olarak bu makalede sorulmustur.

Bundan sonra ise, Ulrich demetleri lizerine yapilan galismalar bliyik bir hizla artmistir. ilk
olarak Cogkun (2011), Van den Bergh’in (1987) sonucunu kullanarak, iki degiskenli bir
formun genellestiriimis Clifford cebirinin temsillerinin modil uzayini inga etmistir. Daha
sonra Cogkun, Kulkarni ve Mustopa, bir dizi caligmada (Coskun vd. (2012a, 2012b, 2013))
Ulrich demetlerinin ¢ dediskenli kibik formlardan olusan genellestiriimis Clifford
cebirlerinin temsilleriyle iligkilerini, U¢ boyutlu projektif uzay iginde purtzsiz kuartik
(dérdincu derece) bir ylzey tzerinde mertebesi iki olan Ulrich demetlerini, ve del Pezzo
ylzeyleri Uzerindeki Ulrich demetlerini incelemigtir. Ozellikle Coskun vd. (2012b)
calismasinda, her purlzsiz kuartik ylzey Gzerinde mertebesi iki olan Ulrich demetlerinin
bulundugu gdsterilmistir; daha énce sadece genel bir purtzsiz kuartik ylzey igin bilinen

bu sonucun genigletiimesi mimkidn olmustur.



Bu konuda, proje arastirmacisi haricinde, son yillarda yapilmis ¢alismalar arasinda basta
gelenler olarak Casanellas vd. (2012), Costa ve Miro-Roig (2015), Coskun ve Jaskowiak
(2017), Coskun vd. (2017), Aprodu vd. (2017), Aprodu vd. (2018), Geng (2018) sayilabilir.

2.2 instanton demetleri iizerine yapilan ¢alismalar

instanton demetleri, “Girig” kisminda da belirtildigi gibi, ilk olarak Atiyah ve Ward'in (1977)
ve Atiyah vd.’nin (1978) calismalarinda ortaya ¢ikariimistir. Buna goére, dort boyutlu kire
S* lizerinde kendine dual (ing. self-dual) Yang-Mills denklemlerinin ¢dziimleri ile tic boyutlu
projektif uzay P2 (izerinde bulunan, mertebesi iki olan, kararli, birinci Chern sinifi 0 olan ve
HY(P3, E(-2))=0 olan E vektdr demetleri, ya da bir baska deyisle “instanton demetleri”
arasinda birebir bir eslesme bulunmaktadir. Bu eslesme, Penrose burgu (ing. twistor)
doénusuma tarafindan verilir. Bu durumda, E'nin ikinci Chern sinifi co(E) 2 0 olmaktadir; ve
k=c2(E) sayisina instantonun yuku denir.YUkU k olan instantonlarin modual uzayini Mi(k)

olarak gosterebiliriz.
Beilinson spektral dizisini kullanarak, yiku k olan bir instantonun
O(_l)k N O2k+2 N 0(1)k

seklinde bir monadin kohomolojisi oldugu gosterilebilir. Burada ilk fonksiyon birebir, ikinci
fonksiyon oOrtendir; iki fonksiyonun bileskesi sifirdir. Sadece ilk fonksiyonun ¢ekirdeginin
ikinci fonksiyonun goérintisine bélimua — yani bir baska deyisle orta kohomoloji — E'ye
izomorfik olmaktadir. (Detaylar igin bkz. Okonek vd. (2011).)

MI(k) uzayinin gesitli 6zellikleri gdsterilmis durumdadir: Jardim ve Verbitsky (2011, 2014)
MI(k)'nin purtzsuz ve baglantili oldugunu (diferansiyel geometrik yontemlerle), Tikhomirov
(2012, 2013) indirgenemezligi gostermistir. Ayrica, Bruzzo vd. (2016), P*® (zerinde

simplektik instanton demetlerinin modul uzaylarinin 6zelliklerini incelemiglerdir.

Son zamanlarda diger bazi 3-varyeteler icin instanton demetlerinin tanimi yapiimis ve
Ozellikleri incelenmeye baglanmigtir. Bunlar arasinda, kanonik dogru demetinin tersi
yeterinden fazla (ing. ample) olan ve “Fano varyetesi” denen varyeteleri sayabiliriz. Faenzi
(2014) ve Kuznetsov (2012), Picard sayisi 1 olan ug¢ boyutlu Fano varyeteleri Uzerindeki

instanton demetlerini yaklagik ayni anda incelemeye baglamiglardir.



2.3 Turetilmis kategoriler ve yaridikey ayrigimlar

Turetilmis kategoriler, ilk olarak Verdier tarafindan (1996) tezinde tanimlanmistir. (Not:
Verdier'in tezi ilk olarak 1967°de ¢iktl.) O zamandan bu yana, cebirsel geometride 6nemli

rol oynamaktadirlar.

Verilen bir varyete X icin turetilmig kategori D(X)'in yaridikey ayrigimlari tanimlanabilir.
(Detaylar icin “Gere¢ ve Yontem” kismina bakiniz.) Bunlar, D(X)'i daha basit objeler
cinsinden tanimladidi i¢in D(X)'in anlasilmasinda 6énemli rol oynarlar. Maalesef D(X) igin
bir yaridikey ayrisim bulmak her zaman mumkun degildir (mesela Calabi-Yau varyeteleri,
yani kanonik dogru demeti sifir olan varyeteler); ancak bazi bagka varyeteler icin yaridikey
ayrisim bulmak mimkin olmustur. ilk olarak Beilinson (1978) sayesinde P™in tiretiimis
kategorisi icin yaridikey ayrisim bulunmustur; ve bunlar dogru demetleri veya koteget
demeti gibi iyi anlagiimis vektdér demetleri cinsinden ifade edilebilmektedir. Bunun bir gesit
genellemesi olarak Kapranov (1988), Grassmann varyeteleri icin totolojik vektor demeti ve
Schur fonktorleri cinsinden bir yaridikey ayrisimin oldugunu gdstermistir. Orlov (1992) ise
hem patlatmalarin yaridikey ayrisimi icin bir sonug ispatlamis, hem de bunu projektif uzay
demetlerinin yaridikey ayrisimlarini yazmak icin kullanmistir. Daha detayli bilgi ve

referanslar icin Kuznetsov (2014) iyi bir kaynaktir.



3. GEREG VE YONTEM

Proje sirasinda vektér demetlerinin insasinda kullanilan temel ydntem, tdretilmis

kategoriler ve spektral dizileri kullanmaktir.

Verilen bir plrizsiz, projektif varyete X olsun. X Uzerindeki bagdasik demetler (ing.
coherent sheaf) abelyen bir kategori Coh(X) olusturur. Bu abelyen kategorinin taretilmis
kategorisi ise X'in turetilmig kategorisi D(X)'i verir. Hatirlanacagi gibi, D(X)’in objeleri,

Coh(X)’'ten alinan objelerle olusturulmus komplekslerdir:
.. = Al — A > A — ...

Burada Ai, Coh(X)'in bir objesidir; ve ardisik iki fonksiyonun bileskesinin sifir olmasi
gerekmektedir. Ayrica, bu kompleksin kohomoloji objelerinin, yeterince blyuk |i| igin sifir
olmasi kosulu konur. iki obje arasindaki morfizmalar, zincir morfizmalaridir (ing. chain
morphism). Ancak, kohomoloji objeleri arasinda izomorfizma yaratan zincir morfizmalari
tersinir kabul edilir. D(X)’in insasi bu gekildedir. (Daha detayh bilgi igin bkz. Huybrechts
(2016).)

E, Coh(X)in bir objesi olsun. Eger Ext'(E,E) bir boyutlu bir vektér uzayiysa — bir baska
deyisle, eger Hom(E,E) bir boyutlu bir vektdr uzayiysa ve i # 0 icin Ext(E,E)=0 ise — o
zaman E igin “istisnai” denir. Eo,...,En istisnai objeleri, eder i > j igin Ext'(Ei,E;)=0 6zelligi
saglaniyorsa “istisnai topluluk” adini alirlar. D(X)’in bu istisnai toplulugu iceren en kuguk
altkategorisi D(X)’in tamamiysa, bu topluluga “tam” denir. Ayrica, D(X) i¢in “yaridikey
ayrisiminin” (ing. semiorthogonal decomposition) bulundugu da sdylenmektedir. Bu
durumda, bu projektif varyete lzerinde, herhangi bir vektér demeti icin gecerli olan spektral
diziler bulunmaktadir; ve bu spektral diziler, vektor demetlerini incelemeyi kolaylastirma

potansiyeline sahiptir.

Bunun en basit érnegdi olarak Beilinson spektral dizisini gésterebiliriz. Once P" n boyutlu
projektif uzay, E de P" Gzerinde mertebesi r olan bir vektér demeti olsun. O zaman, E;

terimi
E:" = HY(P", E(p)) & QP(-p)

olan ve i=0 igin E'ye, diger i degerleri icin 0'a yakinsayan bir spektral dizi bulunmaktadir;
buna Beilinson spektral dizisi adi verilir. Beilinson spektral dizisinin ikinci — ve bir anlamda

oncekine dual — bir sekli daha vardir:

E:P = HY(P", E & QP(-p)) & O(p).



Bu spektral dizi de i=0 i¢in E’ye, diger i dederleri icin 0’a yakinsar. Bu dizilerin varliginin

sonucu olarak, P"™in turetilmis kategorisi D(P")’in yaridikey bir ayrigsmasi bulunmaktadir.

Beilinson spektral dizisi, vektdr demetlerinin incelenmesi icin dnemli bir ara¢ haline
gelmistir. Mesela, bu diziyi kullanarak, yukarida “instanton demetleri (zerine yapilan
galigmalar” kisminda da anlatildigi gibi P® (izerindeki instanton demetlerinin monadlar

yardimiyla temsil edilmesi mimkin olabilmektedir:
O(_l)k N OZk+2 N O(1)k

Bu sekilde bir temsil de, instanton demetlerinin modul uzaylarini g¢alismayi

kolaylastirmistir.

Son yillarda, P" disindaki birtakim puruzsuz projektif varyeteler icin de yaridikey ayrisimlar
bulunmustur. Bu varyeteler arasinda Grassmann varyeteleri, kuadrik (ikinci derece)
hiperyuzeyler, projektif demetler, Severi-Brauer varyetelerini sayabiliriz. (Daha detayl bilgi
ve referanslar icin bkz. Kuznetsov (2014).) Eger puruzsuz projektif bir varyete Uzerinde
“tam istisnai” bir yaridikey ayrigim (detayli tanim igin bkz. Huybrechts (2016)) bulunuyorsa,
bu durumda bu varyete tzerindeki bir vektdr demeti icin Beilinson spektral dizisine benzer
bir spektral dizi yazilabilir. Bu da, bu vektdér demetlerinin incelenmesine yardimci

olmaktadir.



4. BULGULAR
4.1 Veronese yiizeyleri tizerinde Ulrich demetleri

ik olarak, Ozhan Geng ile yapmis oldugumuz ortak calismada (Coskun ve Geng (2017)),
Veronese yuzeyleri Uzerindeki Ulrich demetlerinin 6zelliklerini inceledik. (Bu altkisimda
belirtilen sonugclar, aksi belirtiimedigi takdirde, sézkonusu ¢alismadan alinmistir.) Projektif
diizlem P?, eger pozitif bir d tamsayisi icin dH bélen sinifi (ing. divisor class) ile daha blyUk bir
projektif uzay icine yerlestiriliyorsa, bunun gérintisine “derecesi d olan Veronese ylzeyi”
denir. Bu yuzeyin Uzerinde verilen, mertebesi r olan bir vektor demeti E olsun. Eger bu vektor

demetinin dH sinifina gére indirgenmis Hilbert polinomu
d (t+2)(t+1)/2
ise, ve
H(P?, E(td))=0

(ACM ozelligi) saglaniyorsa, E’ye “Ulrich demeti” denir. Dikkat edilirse, tanim d tamsayisina

baghdir; ve her d tamsayisi igin farkli sonuglar gikmasi beklenir.

d=1 i¢in Ulrich demetlerinin incelenmesi, son derece kolaydir: Horrocks'un (1964) teoremine
goére, ACM ozelligini saglayan vektdr demetleri, dogru demetlerinin direkt toplami seklinde
ayrigirlar; ve bu vektér demetinin Ulrich demeti olmasini garanti eden gerekli ve yeterli kosul,
bitiin bu dogru demetlerinin, P?'nin yapi demeti olmasidir. Ayrica, d > 1 igin Ulrich dogru

demetinin olmadigi, yukarida verilen Hilbert polinomu kosulu kullanilarak gdsterilebilir.

Daha blylk d degerleri icin Ulrich demetlerinin incelenmesi igin ise, “Gere¢ ve Yoéntem”
kisminda anlatilan Beilinson spektral dizisini kullandik. Ana sonuca gore, P? (izerinde dH bolen
sinifina goére tanimlanmig, mertebesi r olan bir Ulrich vektor demeti E alinirsa, E ¢ Q®(-p)’nin

kohomoloji tablosu su sekildedir:

Tablo 1: Veronese yiizeyleri tizerindeki Ulrich demetlerinin kohomoloji tablosu

0 0 0 g=2

0 0 0 g=1

0 (r/2)(d-1) (r/2)(d+1) g=0
p=-2 p=-1 p=0

Burada g, kohomolojinin mertebesini gostermektedir.



Bunun sonucu olarak ise, E’nin su sekilde bir kisa tam diziye (ing. short exact sequence)

yerlestigi gordlebilir:
0— O(r/2)(d-1)(d_2) N O(r/2)(d+1)(d_1) —SE>D0.

Bunun tersi de dogrudur. Eger E, yukaridaki kisa tam diziye yerlesecek sekilde bir vektor
demetiyse, o zaman Ulrich demetidir. Veronese yuzeyleri Uzerinde Ulrich demetlerini
incelemek i¢in kullandidimiz temel sonug budur. Dikkat edilirse, bu kisa tam dizinin varliginin
bir sonucu, d’nin ¢ift olmasi durumunda r’nin de gift olmasi zorunlulugudur. Eger d tek ise, r

igin bir kisitlama yoktur.

d=2 i¢in Ulrich demetleri, teget demetinin c¢esitli kopyalarinin direkt toplamidir. Teget demetinin
Ulrich demeti oldugu, Eisenbud vd. (2003) tarafindan gdsterilmisti. Biz ise, bitin Ulrich
demetlerinin, bu teget demetinin kopyalarinin direkt toplamlari seklinde oldugunu gdsterdik.
Oncelikle, mertebesi 2 olan yegane bir Ulrich demetinin bulundugu gésteriimelidir. Yukaridaki

kisa tam dizide d=2 konursa
0-0—-0%1)—->E—D0

elde edilir. Buradan da, E’nin teget demeti oldugu goruilebilir; ¢iinkl bu kisa tam dizi, Euler

dizisinin ikilidir (ing. dual).

k = 2 olmak Uzere, mertebesi 2k olan bir Ulrich demeti E’'nin, teget demetlerinin direkt toplami

oldugu ise su sekilde gdsterilebilir. Oncelikle, Riemann-Roch teoremi kullanilarak
XE®E)=K

oldugu gésterilir. Buradan da, h°(P?, E ¢ E’)'nin en az 4 oldugu sonucu ¢ikar ki, bu da E’nin
kararli (ing. stable) degil, sadece yari-kararli (ing. semi-stable) oldugu anlamina gelir. Bu
durumda E, kendisinden kiiglk mertebeye sahip birtakim Ulrich demetlerinin uzantisi seklinde
olacaktir. Bunlarin da teget demetinin kopyalarinin direkt toplami oldugu timevarim varsayimi

olarak alinirsa ayni sonug E icin gecerli olacaktir.
d = 3icin Ulrich demetleri ise, d’nin tek veya ¢ift olmasina gore ikiye ayrilir.

Eger d c¢ift ise, r de ¢ift olmak zorundadir. Bu durumda, mertebesi 2 olan Ulrich demetleri
kullanilarak (bunlar, yukarida s6zl gegen teget demetinden farklidir), mertebesi 2k olan Ulrich
demetlerinin varlidi, ardisik uzantilar yéntemiyle gdsterilir. Bu yontemde, iki Ulrich demetinin
bayagi olmayan bir uzantisi alinir. Bu uzanti, ilk basta yari-kararli olacaktir. Ancak bu uzantinin
deformasyonlarinin boyutunu hesaplamak zor degildir; ve eger bu boyut, kesinlikle yari-kararh

uzantilarin boyutundan buyukse, o zaman kararli Ulrich demetlerinin varligi sonucuna ulasilir.



Eger d tek ise, rnin 1 hari¢ her sayiya esit olma ihtimali dogmaktadir. Bu durumda, ardisik
uzantilar yontemi kullanilarak her r igin mertebesi r olan kararli Ulrich demetlerinin
uretilebilmesi, mertebesi 2 ve 3 olan Ulrich demetlerinin var olmasina bagliydi. Mertebesi 2
olan Ulrich demetlerinin varhigi, Eisenbud vd.’den (2003) beri bilinmektedir. Mertebesi 3 olan
Ulrich demetlerinin ise genel bir ispatini calismamizda (Coskun ve Geng (2017)) veremedik.
Ancak Macaulay2 programini kullanarak, d=43’e kadar olan tek sayilar i¢cin hesaplamal bir
ispat verebildik; ve genel sonucu sani olarak biraktik. Bu yizden, 2017 yilinin Temmuz ayinda,
Laura Costa ve Rosa Maria Miro-Roig’in bu saniyi ispatladigini blyik bir memnuniyetle
6grenmis bulunuyoruz. Artik, P?nin herhangi bir polarizasyonuna gore, hangi mertebede

kararl Ulrich demetlerinin bulundugu sorusu kapanmigs bulunmaktadir.
4.2 P¥0n bir noktada patlatilmasi tGizerinde instanton demetleri

P¥(n bir noktada patlatiimasini X ile gésterelim. Ozhan Geng ile yaptigimiz ikinci ¢calismada,
X Uzerinde instanton demetlerini tanimlayip 6zelliklerini incelemeyi amacliyoruz. X’in Picard
sayisi ikidir; ve Pic(X), P? lizerinde bir hiperdiizlem sinifinin gericekimi h ile (ing. pullback)
istisnai bélen sinifi e (ing. exceptional divisor class) tarafindan serbest bir sekilde Gretilir. Bu
durumda, X’i H=4h-2e sinifiyla blylk bir projektif uzaya yerlestirmek mimkundir. Tanimimiza
gore, X Uzerinde bir “instanton demeti”, kararli, mertebesi 2, ve birinci Chern sinifi —-H=4h-2e
olan vektdr demetleridir. Bu tanim, yukarida “instanton demetleri tizerine yapilan ¢alismalar”
kisminda anlatigimiz gibi Faenzi'nin (2014) ve Kuznetsov'un (2012) calismalarindaki

tanimlardan ilham alinarak yapilmistir.

instanton demetlerini inceleme konusunda kullandigimiz yéntem, yukarida “Gereg ve yéntem”
kisminda agikladigimiz gibi, tlretilmis kategorileri ve Beilinson spektral dizilerini kullanmaktir.
Oncelikle, X'in tiretilmis kategorisi D(X) igin uygun bir yaridikey ayrigim bulmak gerekmektedir.
Bunun igin, X'in projektif dogru P! lzerinde mertebesi 2 olan uygun bir vektér demetinin
projektivizasyonu olarak gorulebildigi gercegini kullanmaktayiz. Bu sekilde, Kuznetsov'un
(2014) verdigi, projektif demetler icin yaridikey ayrigim formalind kullanarak X igin uygun bir

yaridikey ayrisim bulabiliriz. Bunlar, su sekildedir:
Eo=0(0,0), E1=0(-1,0), E»=0(-2,0), Es=0(0,-1), E4=0(-1,-1), E5=0(-2,-1).

Burada O(p,q) gibi ifadelerdeki p ve g tamsayilari, Pic(X)’in serbest Gretenlerinin katsayilaridir.
Bu yaridikey ayrisimi Beilinson spektral dizisinde tek basina kullanmak mimkin degildir;

ikilinin (ing. dual) Uretilmesi gerekir. Bunlar da su sekildedir:

Fo=0(0,0), F1=11'Q(1,0), F,=0(-1,0), F3=0(1,-1), F4= mQ(1,-1), Fs=0(0,-1).
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Bu vektor demetlerinin tamami, ayni zamanda D(X)'in objeleridir. Bunlar kullanilirsa, X

Uzerinde verilen bir instanton demeti F icin Beilinson tablosu, su sekli alacaktir.

Tablo 2: Projektif 3-uzayin bir noktada patlatiimasi X lizerindeki instanton demetlerinin kohomoloji tablosu

* * * 0 0 0 q=5

* * * 0 0 0 =4

; ; ; ; ; ; q=3

; ; ; ; ; ; q=2

0 0 0 - - - =1

0 0 0 - - - q=0
p=-5 p=-4 p=-3 p=-2 p=-1 p=0

Burada p ve q tarafindan verilen karedeki girdi, HY(X,E., ®F) & F., seklindedir. (Soldaki ti¢

sutun igin g yerine g-2 alinmalidir.)
Bu tablonun bazi karelerinin 0 olacagi gosterilebilir. Bu durumda tablo, su sekli alir.

Tablo 3: X lizerindeki instanton demetlerinin basitlestirilmis kohomoloji tablosu

* 0 0 0 0 0 g=5

* * * 0 0 0 q=4

* * * 0 0 0 g=3

0 0 0 * * 0 g=2

0 0 0 * * 0 g=1

0 0 0 0 0 0 g=0
p=-5 p=-4 p=-3 p=-2 p=-1 p=0

Dikkat edilirse, Beilinson spektral dizisinde F’i verecek olan girdiler, p=-q késegeni Uzerinde
dizilmiglerdir; ve bu kareler genellikle doludur. Bu da, Fi bu yontemle hesaplamayi zor
kilmaktadir.
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5. TARTISMA VE SONUC
5.1 is paketlerinin tamamlanmasi ve gelecekte bu arastirmadan g¢ikacak olasi projeler

1. Is Paketi (“PUriizsiiz projektif varyeteler tizerindeki Ulrich dogru demetlerinin incelenmesi”)
ve 2. Is Paketi (“Ulrich dogru demeti bulunan puriizsiiz projektif varyeteler icin siniflandirmanin

yapilmasi”): Bu is paketleri tamamlanmistir.

3. Is Paketi (“Plriizsiiz projektif varyeteler tizerinde instanton demetlerinin incelenmesi”): Bu

is paketi, 6nemli 6lclide tamamlanmistir. Bu arastirma, devam etmektedir.

4. Is Paketi (“Simplektik Quot semalari ve vektdr demetlerinin modul uzaylarinin geometrik
Ozelliklerinin incelenmesi”): Zamanimizin tamamini ilk Ug is paketine ayirdigimiz igin, bu is
paketine ¢alismaya baslayamadik. Ancak bu paket Uzerinde ¢alismalarimiz devam edecektir.

Kullanacagimiz yontemi ise asagida acikliyoruz.

Ulrich demetleri Uzerindeki arastirmalarimiz, gelecekte devam edecektir. Daha dnceden
tesebbis ettigimiz, ancak eldeki yontemlerin yetersizligi nedeniyle basarisizlikla sonuglanan,
P! x P! (izerinde mertebesi 2 olan Ulrich demetlerinin siniflandiriimasi problemine geri dénmeyi
disundyoruz. P! x P¥nin tiiretilmis kategorisi, oldukga basit bir yaridikey ayrisima sahiptir. Bu
ylzden, P? Gzerinde kullandigimiz teknikler, bu durumda da sonug verebilir. Bu konuda

edindigimiz tecribeyi, P! x P! igin basarih bir sekilde kullanma konusunda umutluyuz.

instanton demetleri (izerindeki arastirmalarimiz da devam edecektir. Burada, P* x P! x P!
uzerinde instanton demetlerini incelemeyi planlamaktayiz. Bu varyetenin turetilmis kategorisi
de oldukga basit bir yapiya sahiptir, ve varyete, projektif dogrunun tg¢ kopyasinin ¢arpimi
olmasi nedeniyle yiksek oranda simetriktir. Bu etkenlerin, arastirmamiza yardimci olacagini

dusunuyoruz.

Simplektik Quot semalari lGzerindeki arastirmalarimiz devam edecektir. Bu konuda, Bifet
vd.’nin (1994) calismasini temel almayi planliyoruz. Bu ¢aligmada yazarlar, verilen bir cebirsel
egri Uzerinde, mertebesi r ve derecesi d olan kararl vektér demetlerinin modul uzayi N(r,d)’nin
Betti sayilarini, Poincare serisi igin bir ifade vererek hesaplamislardir. Bu serinin bulunmasi
icin kullandiklari yéntem sudur: N(r,d) Gzerinde uygun bir stratifikasyon alinmaktadir. Buradaki
tabakalar ise, daha basit yapiya sahip cesitli varyeteler Gzerinde projektif uzay demetleri
yapisina sahiptirler. Bu bilindigine gore, N(r,d)’'nin Betti sayilari, dzyinelemeli (ing. recursive)

bir prosedur sayesinde hesaplanabilir.

Son olarak, Ulrich demetleri ile “quiver” isimli nesneler arasindaki baglantilari incelemeyi
planhyoruz. Bu baglanti, Maiorana’nin (2017) yeni bir makalesi vesilesiyle giindeme gelmistir.

Burada vektor demetleri ile bir varyete ve bu varyetenin yaridikey ayrisimi sayesinde
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olusturulan bir quiver’in temsillerinin tlretilmis kategorisi arasinda bir iligki kurulmustur. Ulrich
demetlerinin, bu iligki altinda nasil temsillere, ya da nasil temsil komplekslerine, karsilik

gelecedi ilging bir sorudur. Bu soru Uzerine ¢alismayi planhyoruz.
5.2 Konferanslar
5.2.1 Diizenlenen konferanslar

Proje kapsaminda 6ncelikle, 2015 yili 15 — 19 Haziran tarihleri arasinda Orta Dogu Teknik
Universitesinde “ACM Bundles on Algebraic Varieties” isimli konferans diizenlenmistir. Bu
konferansa, ACM ve Ulrich vektér demetleri konularinda tecribeli, hepsi alanlarinda iyi taninan
akademisyenler katilmistir. Turkiye’de ACM ve Ulrich demetleri konulu bir konferans, bir ilktir;
ve uluslararasi alanda taninmis akademisyenleri TUrkiye'de toplayan bu konferans sayesinde,

Turk ve uluslararasi bilim insanlari arasinda baglantilar kurulmasina olanak saglanmistir.

Ayrica proje kapsaminda, 2016 yilinda, “Derived Categories and Sheaves in Algebraic
Geometry” isimli, Temmuz ayinda yine Orta Dogu Teknik Universitesinde, iki gunlik bir
konferans plani yapilmigtir. Ancak Temmuz ayina dogru davetli katilimcilarin guvenlik

endiseleri nedeniyle katilmaktan vazge¢meleri nedeniyle konferans iptal edilmistir.
5.2.2 Katilinan konferanslar

Proje kapsaminda, 2015 yili 20 — 24 Temmuz tarihleri arasinda, Utah, Amerika Birlesik
Devletleri’nde “2015 Summer Research Institute in Algebraic Geometry” isimli konferansa
katihnmistir. Bu konferans, aslinda 13 — 31 Temmuz tarihleri arasinda olmak Uzere toplam (¢
hafta icin dizenlenmistir; ancak sadece tlretilmis kategori ydontemlerinin islendigi ikinci haftaya
katilinmistir. Bu haftada, sézkonusu yéntemler ve uygulamalari konusunda uzman olan Tom
Bridgeland (University of Sheffield), Rahul Pandharipande (ETH Zirich), Jacob Lurie
(Harvard), Andrei Okounkov (Columbia), Bao Chau Ngo (University of Chicago), Maxim
Kontsevich (Institut des Hautes Etudes Scientifiques), Mark Gross (University of Cambridge)
gibi isimler seri ders vermigler; bagka birgok arastirmaci ise tek saatlik seminer vermistir. Bu
konugmalarda tiretiimis kategori ydéntemleri ve bu ydntemlerin, duvar gegme (ing. wall
crossing) teknigi ile moduil uzaylarinin incelenmesi, homolojik projektif dualite, ayna simetrisi,
Bridgeland kararlilik kosullari, sayimsal geometri (ing. enumerative geometry), egrilerin modl
uzaylari Uzerinde cebirsel doéngler (ing. algebraic cycles) gibi uygulamalari islenmistir.
Bildigimiz kadariyla bu konular hakkinda Turkiye’de arastirma yapan bilim insani
bulunmamaktadir; dolayisiyla bu konferansta iglenen konularin Turkiye’ye getirilmesinin dnemi

anlasilabilir.
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5.3 Projenin Tiirkiye’de cebirsel geometrinin gelisimine mevcut ve muhtemel katkilari

Bu proje ve TUBITAK destegdi sayesinde, Ulrich ve instanton demetleri Uizerine arastirmalar
yapilmis, ve bu arastirmalar sirasinda, son yillarda vektér demetleri arastirmalari Gzerine
blylk etkisi olan turetilmis kategoriler gibi aletler ve Beilinson spektral dizileri gibi yéntemler
kullanilmigtir. Bu tecriibenin, proje ydneticisinin kariyerinin gelisimine yapacagi olumlu etki
aciktir. Ayrica, bu projenin yiritilmesi sirasinda elde edilen tecribe, daha geng
arastirmacilara da aktarilacaktir. Mesela, 2018 yili Bahar déneminde, Orta Dogu Teknik
Universitesinde, hem kesisim teorisi (ing. intersection theory) hem de tiretilmis kategoriler
Uzerine seminerler dizenlemeyi planliyoruz. Duzenleyecegimiz bu seminerlere Bilkent
Universitesi gibi Ankara’nin diger (niversitelerinden de katihm olmasi muhtemeldir.
Dolayisiyla, modern cebirsel geometri tekniklerinin Turkiye’deki matematikgiler camiasinda
daha yaygin olmasi beklenmektedir. Ayrica, 2015 yilinda proje kapsaminda dizenlenen “ACM
Bundles on Algebraic Varieties” isimli konferans sayesinde Turkiyeli ve uluslararasi bilim
insanlari arasinda baglar kurulmustur. Bu konferansa Turkiye’'nin ¢esitli yerlerinden 6grenciler
katiimig, ve matematigin dncl dallarindan biri olan bu konuda arastirma yapan insanlarla

goérusme firsati bulmuslardir.
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