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ONSOz

G grubu, H grubunun bir altgrubu ise A=Nu(G)/Cx(G) bolim grubu, G’nin otomorfizma
grubunun bir altgrubuna ile esyapihdir. Dolayisiyla bir grubun yapisini, altgruplarinin
analiziyle agiga cikarma problemi; bir A grubunun bir G grubu Uzerinde otomorfizmalarla
etki etmesi bilgisinden hareketle, G hakkinda yapisal bilgiler edinme problemi ile ¢ok
yakindan ilgilidir.

Bu projede, A=FH Frobenius-benzeri bir grup oldugunda, A nin G (zerindeki
etkisinden gelen bilgiler araciligiyla, G nin yapisi arastirilmistir. Gillin Ercan ve Ismail S.
Guloglu tarafindan 2014 yilinda [1] makalesiyle literatire kazandirilmis olan Frobenius-
benzeri grup kavrami ¢ok yeni ve benzer calismalarla kiyaslandiginda ciddi bir uygulama
imkani getiren ve aktif bir arastirma sahasina katkida bulunan énemli bir kavramdir. Bu
projede Frobenius-benzeri grubun etkileri yogun olarak calisiimis ve ¢o6zulebilir oldugu
oldugu cesitli durumlarda G nin Fitting uzunluguna sinirlar bulunmustur. Bu calismalar

literatirde A nin Frobenius grup olmasi halinde bilinen sonuglari genellemektedir.

Ayrica bu proje ¢ercevesindeki diger ¢alismalar A nin sabit noktalari alt grubunun ayrik
eslenikli olmasi durumu incelenerek sabit noktasiz etki sanisina katkida bulunulmustur,

Oyle ki Thompson’un meshur bir teoremini genellemeyi mimkin kilmistir.

Bu proje cercevesinde dizenlenen ve bu konuda diinya ¢apindaki bazi arastirmacilarin
katilimiyla gerceklesen iki uluslararasi calistay ile gruplar teorisi dalinda calisan
arastirmacilarin ve ¢zellikle bu dalda doktora yapmayi planlayan lisansisti 6grencilerin
birikimine katki saglanmistir. Ote yandan proje suresince yiriitiicii ve arastirmaci bir cok
konferansa katilmis ve sunumlariyla Ulkemizi en iyi sekilde temsil etme imkani

bulmuslardir.

TUBITAK-1001 Arastirma Projelerini Destekleme Programinin 114F223 No’lu bursuyla
desteklenen projemizle ilgilenen uzmanlara ve sirasiyla proje ekibinde yer alan Yrd. Dog.
Dr. Meltem Ozgiill, Cansu Aktepe, Eren Ertiirk ve Dr. Sukran Gil'e degerli katkilarindan

dolay! tesekkdir ederiz.
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OZET

A sonlu grubu, sonlu bir G grubu {zerinde otomorfizmalarla etki etmekte olsun. A=FH
nin, c¢ekirdegi F ve timleyeni H olan bir Frobenius grubu olmasi durumu Khukhro,
Makarenko ve Shumyatsky tarafindan [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13], [14] de calsiimistir.
Gilin Ercan ve ismail S. Gilloglu, [6]'da oldugu gibi, bu calismalardaki sartlari
zayiflatmayr amaclarken, Frobenius-benzeri grup kavramini ortaya atmislar; ve bu
kapsamda [1], [2] makalelerinde sunulan sonuglari ve Khukhro ile birlikte de [3], [4], [5]'de

sunulan sonuglari elde etmislerdir.

Bu projenin ana hedefi Frobenius-benzeri gruplarin etkileri Gzerine yapiimis olan
calismalardaki bazi kisitlayici sartlari kaldirmak ve ayni sonuglarin gegerli oldugu en zayif
kosullar1 bulmaktir. Batin bu ¢alismalarda F nin sabit noktasiz etkisi kabul edilmektedir.
Bu projede, 0Ozellikle FH nin Frobenius-benzeri olmasi veya F nin sabit noktasiz etki
etmesi kosullarinin zayiflatilabilirligi sorusuna da cevap aradik. Elde ettigimiz sonuglar,

uzun ifadesi nedeniyle yer veremedigimiz biri disinda, asagidaki gibidir:

Theorem G tek mertebeli Fitting uzunlugu n olan c¢ézdlebilir bir grup, FH ise G
lizerinde [F',H]=1 ve Cg(F)=1 olacak sekilde aralarinda asal etki eden tek mertebeli bir
Frobenius-benzeri grup olsun. F’ asal kuvvetli mertebeye sahip bir maksimal altgruba
sahipse ve G/F,..(G) lizerindeki etkisi Frobenius ise n=f(Cs(H)) olur. Ote yandan Cg(H) in

nilpotent olmasi durumunda F(G) nin G deki indeksi |Cs(F)| ve |F| cinsinden sinirlidir.

Teorem FH grubu timleyeninin mertebesi asal olan ve G Ulizerinde Cg(F)=1 olacak
sekilde etki eden Frobenius-benzeri bir grup olsun. Cr(H) asal mertebeye sahipse

(i) f(G) < f(Cs(H))+1 dir,

(ii) her pozitif tamsayi i icin, Fi(Cs(H)) altgrubu, Fi(G) ile Cs(H) nin kesisimidir.

Teorem D=<aq,3> grubu, a ve [ invollisyonlari tarafindan Uretilen dihedral grup ve
F=<ap> olsun. (Burada D=FH ve H=<a> olur) D grubu bir G grubu Uzerinde Cp(F)=1
olacak sekilde etki etsin. Cs(a) ve Co(B) nilpotent iseler, G de nilpotenttir.

Teorem A grubu G grubu lzerinde etki ediyor olsun ve (|G|,|A|)=1 kosulu saglansin.
Cas(A) cozilebilir bir TNI-altgrup ise G de ¢oziilebilirdir. A abelyen ve Cg(A) bir TNI-
altgrup ise f(G) | < f(Cs(A))+(A) dir.
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Teorem Frobenius bir FH grubu bir G ¢6zilebilir grubu (zerinde aralarinda asal etki
ve sabit noktasiz ediyor olsun. Cg(F) normal olmayan bir TNI-alt grup ise f([G,F]) =
f(C[G,F](H)) ve f(G) < f(Cs(H))+1 olur.

Bu sonuclar genellikle indiksiyon metodu kullanilarak ispatlanmistir; soyle ki, bir
minimal ters ornek alinip, yapisi mimkin oldugunca iyi analiz edilerek bir geligki
Uretmeye calisiimistir. Bu amacla kullanilan arglimanlar; Hall-Higman tipi argimanlar,
mertebeleri aralarinda asal olan iki grubun, birinin dideri tUzerinde etki etmesi halinde,
arasindaki iliskiye dair bilinen sonuglar ve Clifford teoremidir. ispatlari mimkin kilan en
onemli yontem ise Dade tarafindan tanimlanan ve Turull tarafindan gelistirilen, terimleri A-

degismez Ozel bir alt gruplar dizisinin varligi bilgisidir.

Yukarida siraladigimiz sonuglar 7 ayri makale halinde yazilmis olup, 3 0 SCI-
cekirdek, 1 i SCl-genisletiimis kategorisinde yeralan dergilerde basima kabul almistir.
Diger 1 makale henliz hakem degerlendirmesinde olup, 2 makale ise sonugclarini
genigletebilme Umidiyle bekletiimektedir. Bu makalelerin icerdigi sonuglar 8 i uluslarasi
toplantilarda (ki bunlardan 2 si proje cercevesinde organize edildi) olmak Uzere toplam 17
sunum yapilmistir. Ayrica proje sirecinde heniiz savunmasi gergceklesmeyen bir doktora

tezi tamamlanmis ve bir master 6grencisinin tez sureci baslamistir.

Anahtar kelimeler: Frobenius-benzeri grup, Fitting (nilpotent) uzunluk, sabit noktasiz

etki, TNI-altgrup.
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ABSTRACT

Let A be a finite group acting on a finite group G by automorphisms. The case where
A=FH is Frobenius with kernel F and complement H was realized by Khukhro, Makarenko
and Shumyatsky, the main relevant papers being [7], [8], [9],[10], [11], [12], [13], [14].
Giilin Ercan and ismail S. Giiloglu, in an attempt to weaken the conditions in the previous
work, like [6], introduced the concept of a Frobenius-like group, and obtained the results
presented in [1] and [2]; and together with Khukhro the results in [3], [4], and [5].

The main goal of this project is to find possible ways of weakening some additional
conditions assumed in the study of the action of a Frobenius-like group in the literature,
and find the weakest hypotheses under which the same conclusions are also valid. It
should be noted that all results consider the case where F is fixed point free on the group
G. In this project we especially look for ways of weakening the condtions that FH is
Frobenius-like or F is fixed point free on G. The results we obtained, except one which is

not mentioned here due to its long statement, are as follows:

Theorem Let G be a finite group of odd order and having Fitting length n on which a
Frobenius group FH acts coprimely. Suppose that [F,H]=1 and Cg(F)=1. If F’ has a
maximal subgroup of prime power order and the action of F' on G/F,1(G) is frobenius
lizerindeki etkisi Frobenius then n=f(Cs(H)) olur. Furthermore if under the same
hypothesis except the condition that Cg(F)=1, if Cs(H) is nilpotent then the index of F(G)
in G is bounded in terms of |Cs(F)| and |F]|.

Theorem Let FH be a Frobenius-like grup with comlement H of prime order. Suppose
that FH acts coprimely on a finite group G in such a way that Cg(F)=1. If CH(H) has

prime order then
i) f(G) < f(Cs(H))+1,
(if) for each i, Fi(Cs(H)) =Fi(G) nCgs(H).

Theorem Let D=<a,3> be the dihedral group generated by involutions a and p,and set
F=<af>. (Here D=FH and H=<a> ) Let D act on the finite group G in such a way that
Co(F)=1. If Cs(a) and Cg(B)are nilpotent, then so is G.

Theorem Let a finite group A act on the finite group G where (|G|,|JA|)=1 . If Cs(A) is a
solvable TNI-subgrup then G is solvable. If A is abelian and ve Cg(A) is a TNI-subgrup
then f(G) < f(Cs(A))+H(A).
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Theorem Let FH be a Frobenius group acting on the finite solvable group G coprimely
and fixed point freely. If Cs(F) is a nonnormal TNI-subgrup, then f([G,F]) = f(C[G,F](H))
and f(G) < f(Cs(H))+1.

In proving the above results we usually proceed by induction; that is, we take a
minimal counterexample, reduce its structure until getting a contradiction. This kind of
study usually use Hall-Higman type arguments, some nice relations which are valid only
under coprime actions and also Clifford theorem. One of the most useful fact is the
existence of a special sequence of A-invariant subgroups which was firstly introduced by

Dade and then developed by Turull.

These results are written as 7 articles, 4 of which are published in respectful
international journals. Another one is still under review and the other two are not
submitted with the hope of improving their results. We presented our results in 17
meetings two of which are the international workshops organized as a part of this project.

Additionally, a Ph. D. Thesis completed and a master thesis started.

Key words: Frobenius-like group, Fitting (nilpotent) length, fixed point free action, TNI-

subgroup.
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1. GIRIS

A sonlu grubu, sonlu bir G grubu Uzerinde otomorfizmalarla etki etmekte olsun. Bu etki
A ve G gruplarinin yapilarl tzerinde bazi sinirlamalar gerektirir. Ornegin, A nin birim
elemandan farkli her elemaninin G Ulizerinde sabit noktasiz etki etmesi durumunda, GA
yaridirekt carpimi bir Frobenius grup olur. Bu ise A nin bitin Sylow altgruplarinin devirli
veya genellenmis kuaterniyon grup olmalarini ve G nin nilpotentligini gerektirir. Bu proje
kapsaminda A nin G de sabit biraktigi elemanlarin olusturdugu altgrubu Cg(A) ile

gOsterecegiz.

A nin G Uzerindeki etkisi hakkindaki bilgileri kullanarak G ve A nin yapilarini belirlemek
Uzerine literatiirde ¢ok sayida calisma yer almaktadir Bu proje de ayni kategoriye dahil bir
arastirmadir ve oncelikle A nin Frobenius-benzeri bir grup olmasi durumu ele alinacaktir.
“Frobenius-benzeri” grup kavrami cok yeni olup, Gilin Ercan ve ismail S. Giloglu
tarafindan [1] makalesinde tanimlanmistir. Bu tip bir grubun bigimsel tanimi asagidaki
gibidir:

“ Sonlu bir G grubunun, bir nilpotent normal 6z F altgrubu icermesi, F nin G iginde bir
0z timleyeni H olmasi, ve [F,h]=F sartinin her 1#h € H icin saglanmasi durumunda, G ye
Frobenius-benzeri grup denir. Bu durumda F, G nin ¢ekirdegi H ise Fnin G icinde bir

timleyeni olarak adlandirilir.”

F ve H sonlu ve asikar olmayan iki grup olsun. Her 1#h € H igin Cg(h)=1 olmasi
durumunda, FH grubunun; cekirdegi F ve tiimleyeni H olan bir Frobenius grubu olarak
adlandinldigini hatirlayalim. Her Frobenius grubun bir Frobenius-benzeri grup oldugu
aciktir. Buna karsin, eger FH, cekirdegi F ve timleyeni H olan Frobenius-benzeri bir grup
ise, FH/[F,F], cekirdegi F/[F,F] ve timleyeni H ile esyapih H[F,F])/[F,F] olan bir Frobenius
grubudur.

Sonlu gruplar icinde bu tip gruplarla her zaman Karsilasilabilir. Ornegin, her ne zaman
asal g mertebeli bir h elemani, g’dan farkli bir p asal sayisi icin, bir p-altgrubunu normaller
fakat merkezlemezse, [P,h]<h> yaridirekt ¢carpimi bir Frobenius-benzeri gruptur. Bu bize
“Frobenius-benzeri gruplarin bolca mevcut olduklarini”  gdsterir ve sonlu gruplar
kuraminda bazi problemlerin calisiimasinda, bu tip gruplarin etkisinin ve yapisinin iyi

bilinmesinin ¢cok dnemli oldugunu ortaya koyar.
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A=FH nin, cekirdegi F ve tiumleyeni H olan bir Frobenius grubu olmasi durumunun bir
arastirma konusu yapilmasi Mazurov’ un [15]'de sordugu Problem 17.72 ile baslamis; ve
Khukhro, Makarenko ve Shumyatsky tarafindan, esas ilgili makaleler [7], [8], [9], [10], [11],
[12], [13], [14] olmak Uizere, gerceklenmistir. Gilin Ercan ve ismail S. Giiloglu, [6]'da
oldugu gibi, 6nceki calismalardaki sartlari zayiflatmayl amaclarken, Frobenius-benzeri
grup kavramini ortaya atmislar; ve bu kapsamda [1], [2] makalelerinde sunulan sonugclari
ve Khukhro ile birlikte de [3], [4], [5]'de sunulan sonuglari elde etmislerdir. LITERATUR

OZETi bolimiinde bu calismalari detaylariyla sunacagiz.

Frobenius-benzeri gruplarla uygulamada karsilasilmasi ¢cok daha olasi oldugundan;
A=FH grubunun Frobenius grup olma kosulunun, A nin bir Frobenius-benzeri bir grup
olmasi kosulu ile dedistirilerek zayiflatimasi, cok ©nemli bir genellestirme olarak
gorinmektedir. Bu nedenle proje cercevesinde cevap aradigimiz sorular basvuru

formunda yer alan halleriyle sunlardir:

I.  [2]'de yer alan Theorem A sonucunu [F,F]'nin asal mertebeli olmasi
hipotezini dusurerek genellestirmek mimkin mudr?

II. [10] daki Theorem 2.1 sonucunu, FH’nin Frobenius grup olmasi kosulunu,
FH’nin Frobenius-benzeri grup olma kosulu ile degistirerek genisletmek mimkin
mudur?

lll. [6]'nun esas sonucunu, Cs(F)H’ nin Frobenius olmasi sartini Cq(FH)=1
sartiyla degistirerek genisletmek mimkin mudir?

IV. Bir FH Frobenius-benzeri grubu otomorfizma grubu olarak kabul eden sonlu
¢6zilebilir bir G grubunun yapisini, Cg(F)’' nin bir asikar kesisim kiimesi olmasi,
baska bir deyisle, Cs(F) ve 6z esleniklerinin asikar sekilde kesismesi durumunda
incelemek.

V. [1] makalesindeki Theorem A’ da “(|G|,|H|)=1" seklindeki aralarinda asallik
sartini kaldirmak mamkin mudr?

VI. Bazi 6zel durumlarda, sabit noktasiz etki eden , nilpotent ve aralarinda
asallik kosulu olmayan bir otomorfizmalar grubunu kabul eden ¢6zlebilir bir
grubun Fitting uzunlugunu belirlemek icin bir Frobenius-benzeri grubun etkisi

Uzerine elde ettigimiz sonuclarimizi uygulamak.

VII. G ¢ozulebilir bir grup olsun ve Cg(H)’ nin Fitting uzunlugunun en fazla n oldugunu
varsayalim. Bu durumda G’nin n’inci Fitting altgrubunun G’deki endeksi, sadece |F| and |

Cs(F)| ile belirlenen bir sayi ile sinirli midir?
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Yukaridaki 1. ve 2. sorulara bir kisminin en iyi sonu¢ olarak degerlendirilebilecegdi
oldukga tatmin edici cevaplar verdik. 3. soruya ise bazi ek sartlar altinda ¢6ziim Uretmekle
birlikte orijinal halinin dogru olmayabilecegine isaret eden ters 6rnek bulundu. 4. soru
cercevesindeki calismalarimiz ise simdiye dek hi¢ calisimamis bazi sorulara cevap

bulmamizla sonuglandi ve tnld bir teoremin genellemesini yapmamizi mimkin kildi.

5. soru ile ilgili gahsmalarimizda ise tatmin edici bir cevap elde edemedik. 6.sorunun
¢6ziminde kullanigh olmasi muhtemel bir yardimci teorem Grettik. Yukaridaki sorular
arasinda yer almayan ve FH grubunun Frobenius olmasi halinde agik olan ve bazi ek
sartlar altinda G nin stiper ¢6zulebilir oldugu 6ngorusiiniin ise yanlis oldugunu gérdik. Bu

calismalarin tim detaylari BULGULAR bdliminde sunulacaktir.
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2. LITERATUR OZETi

A=FH sonlu bir grup olsun. F normal 6z bir altgrup ise ve her 1zheH igin Cg(h)=1
kosulu saglaniyorsa A ya Frobenius grup denir. Burada F, A nin ¢ekirdegdi; H ise F nin A

icindeki timleyeni olarak adlandirilir.

1.VARSAYIM. FH, cekirdegi F ve timleyeni H olan bir Frobenius grup olsun ve sonlu

bir G grubu lizerinde otomorfizmalarla etki etsin.

1.Varsayim'in saglandigi durumda FH nin etkisi G grubunun yapisi Uzerinde bazi
sinirlamalar gerektirir. G nin parametrelerinin ve 6zelliklerinin arastirma konusu olmasi
2010 yilinda Mazurov'un “Kourovka Notebook [15]" de sordugu 17.72 numarali problem
ile baslamistir. Mazurov bu soruda bir ek kosul olarak, GF yari direkt carpiminin, ¢ekirdek
G ve tumleyen F ile, bir Frobenius grup oldugunu (ki bu durumda GFH'ye 2-Frobenius
grup denir) varsayarak su sorulari sormustur:

(&) G nin nilpotentlik sinifi, [H| ve Cs(H) nin nilpotentlik sinifinin bir fonksiyonu
ile sinirlandirilabilir mi?

(b) G nin kuvveti, |H| ve Cs(H) nin kuvvetinin bir fonksiyonu ile sinirlandirilabilir
mi?

Oncelikle (a) sorusu, Makarenko ve Shumyatsky tarafindan ele alinarak , Khukhro’nun
fikirlerinin de kullanimiyla olumlu yanitlanmistir.  Ardindan G hakkinda kesin yapisal
sonuclara varmak icin, F nin G Uzerinde sabit noktasiz etki etmesinin, diger bir deyisle
Cs(F)=1 kosulunun ayni sonuca varmak icin yeterli oldugu, dolayisiyla yaridiizenli etkinin
gerekmedigi gozlenmistir. Ote yandan Belyaev ve Hartley [16] tarafindan elde edilen
Onemli bir sonuca goére, Cs(F)=1 kosulu altinda G nin ¢6zUlebilir olmasini gerektirir.
Nitekim bu kosul altinda G nin yapisi; Khukhro, Makarenko ve Shumyatsky tarafindan
detayl olarak incelenmis ve asagida THEOREM 1 olarak sundugumuz sonuclar bir
makale dizisi halinde ( bkz. [7], [8],[12]) yayinlanmistir. Burada Fi(G) Fitting serisindeki
terimleri, r(G) ise G’ nin “rank” N1 gostermektedir. Bir grubun “rank”i bu grubun bitin

altgruplarinin dreten kimelerinde bulunan eleman sayilarinin minimumudur.

TEOREM 1. 1. Varsayim’in ve Cg(F)=1 kosulunun saglandigini kabul edelim. Bu

durumda G ¢o6zilebilirdir ve
1) Her pozitif tamsay!1 n i¢in, Fn(Cs(H)) altgrubu, Fn.(G) ile Cs(H) nin kesisimidir,
2) G nin Fitting uzunlugu Cs(H) nin Fitting uzunluguna esittir,
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3) G nin p-uzunlugu Cs(H) nin p-uzunluguna esittir,
4) |G|, |H| ve |Cs(H| cinsinden bir sayi ile sinirhdir.
5) r(G), |H| ve r(Cs(H)) cinsinden bir sayi ile sinirlidir.

Yukaridaki teoremin ispatinin en temel unsuru, ¢ekirdek F nin sabit noktasiz etki ettigi
her V kFH-modullinin serbest olmasi gerektigini oldugunu gotsteren Clifford’a ait bir

teoremdir. Bu kapsamdaki diger bir sonug (bkz.[10]) ise sOyledir:

TEOREM 2. 1. Varsayim'in ve Cg(F)=1 kosulunun saglandigini kabul edelim. Eger FH
grubu metadevirsel ve Cg(H) nilpotent ise, G nilpotent bir gruptur ve G nin nilpotentlik

sinifi, [H] ve Cs(H) nin nilpotentlik sinifi cinsinden sinirhdir.

Mazurov'un sorusunun (b) sikki ise simdiye dek sadece kismi olarak asagidaki gibi

yanitlandirilabilmistir.

TEOREM 3. 1. Varsayim'in ve Cg(F)=1 kosulunun saglandigini kabul edelim. Eger FH

grubu metadevirsel ise,

G nin eksponenti, |F| ve Cs(H) nin eksponenti cinsinden sinirlidir.

TEOREM 1 3-5 ve TEOREM 2, her ikisi de Lie halkalari kapsaminda problemlere
indirgenerek ve bu halkalara karsilik gelen parametrelerin hassas analizi yapilarak
ispatlanmistir. TEOREM 1, her ne kadar G ve Cg(H) nin bitin parametrelerinin ayni
oldugu beklentisine yol agiyorsa da, da, drneklerle gdosterilebildigi tzere, bu durum
nilpotentlik sinifit ve eksponent icin dogru degildir. Oyle ki, TEOREM 2 de, FH nin
metadevirsel olmasi ek kosulu elzemdir. Bu sartin TEOREM 3 de dusirulebilecegine dair
bir sani olsa da, simdiye kadar boyle bir sonu¢c sadece |FH|=12 i¢cin Shumyatsky [14]
tarafindan ispatlanmistir. Ote yandan TEOREM 3 de |F| ye bagliligin, |H| ye baglilikla

degistirilebilecegine dair bir sani da bulunmaktadir.

Frobenius FH grubunun etkisi atindaki bir G grubunun yapisi hakkinda bu kapsamda
sorulacak en dogal soru, kuskusuz, Cs(F)=1 varsayimi olmadan ne sdylenebilir oldugudur.
Bu dogrultuda bir cevap, [9] makalesinde yer alan ve G grubunun bazi parametreleri igin |

H| ve Cs(H) nin parametreleri cinsinden ust sinirlar veren asagidaki sonuctur:
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TEOREM 4. 1.Varsayim'in ve (|G|,|FH|)=1 kosulunun saglandigini kabul edelim. Bu
durumda
1) |G| < |Ce(F)| f(IH,ICc(H)]) ve
2) r(G)= r(C (F))+g(IH[.r(Ce(H)),

olacak sekilde fve g fonksiyonlari vardir.

Bu olumlu sonuglarin 6tesinde THEOREM 1 deki (1) ve (2) bolumlerini daha zayif bir
kosul olan [G,F]=G altinda ispatlamanin mimkin olmadigi goézlenmistir. Bu bakimdan

asagidaki sonug (bkz. [6]) oldukca ilgingtir.

TEOREM 5. 1.Varsayimla birlikte (|G|,|FH|)=1 ve [G,F]=G kosullarinin saglandigini
kabul edelim. Eger Cs(F)H, ¢ekirdek Cs(F) ve timleyen H ile, bir Frobenius grubu olursa,

G nin Fitting uzunlugu, Cs(H) nin Fitting uzunluguna esittir.

Burada Cg(F)H grubunun Frobenius grup olmasi kosulu, kuskusuz, F nin olmasa dabhi
FH nin G Uzerinde sabit noktasiz etki etmesini gerektirir. Bu bakimdan, FH nin G Uzerinde
sabit noktasiz etki etmesi varsayimi altinda ayni sonucun dogru olup olmadigi ve (|G|,|

FH|[)=1 kosulunun disurtlip dusurilemeyecegdi sorulabilir.

Sabit noktasiz cekirdegi olsun olmasin bir Frobenius grubun etkisini kabul eden
gruplarin yapisi hakkindaki diger yeni sonuclar Khukhro ve Makarenko ([10],[11]) nun

asagidaki teoremleridir.

TEOREM 6. 1.Varsayim'in ve (|G|,|FH|)=1 kosullarinin saglandigini kabul edelim.

Cc(H) nin nilpotentlik sinifi c ise

(a) G nin icinde, endeksi |Cs(F)| ve |F| tarafindan sinirlanan nilpotent ve karakteristik
bir altgrup vardir.

(b) ek kosul olarak eger F devirsel ise; bu altgrup, endeksi sadece c, |Cs(F)| ve |F|

cinsinden; ve nilpotetlik sinifi sadece c ve |H| cinsinden sinirlanacak sekilde secilebilir.

Ornekler gosteriyor ki, F nin devirsel olmasi ek kosulu (b) sikkinda, sabit noktasiz

cekirdek durumunda dahi, dustrilemez.
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TEOREM 7. P sonlu bir p-grubu olsun ve FH Frobenius grubu P (zerinde
otomorfizmalarla etki etsin. Cekirdek F nin mertebesi p* olan devirsel grup oldugunu
varsayalim. Cp(H) nin nilpotentlik sinifi c ise

€)) P nin icinde, endeksi sadece c, |F|, ve |Cq(F)| cinsinden; ve nilpotentlik
sinifi sadece c ve |H| cinsinden sinirlanabilen bir karakteristik altgrup vardir.

(b) P nin icinde, endeksi sadece |F| ve |Cp(F)| cinsinden sinirlanabilen bir
karakteristik altgrup Q vardir, dyle ki

IQ| < |Cp(H)|™, r(Q)< |H|r(Cr(H)); ve eder C (H) nin kuvveti p® ise, Q nun kuvveti

en fazla p* dir.

Acikca goruliyor ki; Frobenius FH otomorfizma grubunun etkisi hakkindaki sonuglari

daha genel durumlara genisletme iki sekilde yapilabilir:
e cekirdek F nin etkisi Gizerindeki kuvvetli kosullari esnetmek,

e FH grubunun kendi yapisinin tzerindeki kosullari esnetmek.

Yukarida sundugumuz teoremler genellikle birinci tarz sonucglara 6rnek
olusturmaktaydi. Literatiir taramamizi ikinci tarz ornekleri sunarak sirdirecegiz: Ozet
bolimiinde agiklandigi tizere Giilin Ercan ve ismail S. Giiloglu, Frobenius-benzeri grup
kavramini, FH grubu Gzerindeki varsayimlarla yukarida sunulan sonuglar arasindaki esas
iliskiyi anlama c¢abasi igindeyken tanimladilar. Frobenius-benzeri gruplarla uygulamada
¢cok daha sik karsilasilir oldugundan, FH nin Frobenius olmasi kosulu zayiflatilarak,
sadece Frobenius-benzeri grup oldugu varsayimini kullanmak, énemli ve anlaml bir
genellestirmedir. Frobenius-benzeri bir grubun genel nitelikleri timuyle kullanilamasa
dahi, F nin bir “special” grup hatta bir “ekstraspecial” grup olmasi durumu iyi anlasilirsa,
bu tarz bir otomorfizma grubuna sahip sonlu ¢6zulebilir gruplarin yapisi hakkinda énemli
Olgcude bilgi ve hatta bu yapinin incelenmesinde kullanilacak metodlar kazanilacagi agiktir.
Aslinda, minimal ters orneklerin yapisinin calisilmasinda kullandigimiz indirgeme
argumanlari, bizi siklikla, tGzerinde H nin Z(F) yi merkezledigi ve F nin Frattini faktor

w0

grubunda yari duzenli etki ettigi “ekstraspecial” bir F grubuna goétardr ki, FH Frobenius-

benzeri bir grup olusturmaktadir.

FH in bir Frobenius grubu olmasindan vazgectigimizde karsilastigimiz ilk zorluk, F nin
sabit noktasiz etki ettigi bir kFH-modUli V nin artik serbest bir kH-moduli olmasi
gerekmedigidir. Bununla birlikte Ercan ve Giloglu’nun [1] calismasinda sunulan Teorem A
da, en azindan belli Frobenius-benzeri gruplar i¢in V nin , bir regiler kH-modull icerdigi

ispatlanmaktadir. Bu bilgi Cv(H) nin asikar olmadigini garanti ederken, V nin serbestlikten
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cok uzak olmadigini da gosterir. Teorem A bir minimal ters 6rnegi ¢ok sinirli bir yapiya
indirgenip, bir normal “ekstraspecial’ altgruba sahip bazi belirli gruplarin temsilleri
hakkindaki, bagimsiz olarak da ilging olan asagidaki sonug¢ (bkz. [1, Teorem B])

kullanilarak ispatlanmistir.

TEOREM 8. H, her Sylow altgrubu devirsel olan bir grup, ve H/F(H) asikar olmayan bir
2-grubu olsun. |H| yi bélmeyen bir p asal sayisi icin P, mertebesi p>™** olan “ekstraspecial”
bir grup olsun. H nin P tzerinde, Z(P) yi merkezleyerek ve her 1£heH icin [P,h]=P olacak
sekilde etki ettigini varsayalim. k, karakteristigi G=PH nin mertebesini bdlmeyen bir
cebirsel kapali cisim ve V lzerinde Z(P) nin nontrivial ve P nin indirgenemez etki ettigi bir
kG-moduli olsun. V nin sagladi§i G-karakteri X ile gbsterelim.

Bu durumda ¢, H nin reguler karakteri, e, H nin lineer karakteri ve €€ {1,-1} olmak tzere
[H|, p™—€ ‘yi boler ve

Xv= ((p™—€)/|H|)q +€o olur.

Bu sonug aslinda [17]'deki Satz V.17.13 klasik sonucunun bir genellestiriimesi olmasi

bakimindan da 6nemlidir.
TEOREM 8 in dogrudan bir sonucu asagidaki gibidir:

SONUC: THEOREM 8 in varsayimi ve notasyonu altinda V., bir reguler kH-
altmoduliinii direkt toplam terimi olarak icerir ancak ve ancak |H|z p™+1. Ozellikle, FH

grubu tek mertebeli ise Vu, bir reguler kH-altmodulind igerir.

Asagida sundugumuz karmasik goérinimlu varsayim [2] de tanitiimis olup Hall-Higman
tipi argimanlarda ortaya ¢ikabilen, 6zel durumlardan kaginmak icin formile edilmistir; ve

[1,Theorem A] daki, FH nin tek mertebeli olmasi varsayimindan ¢ok daha geneldir.

2.VARSAYIM. F cekirdek ve H tiumleyen olmak izere, FH bir Frobenius-benzeri
gruptur; Oyleki H nin bir Sylow 2- altgrubu devirsel ve normaldir; ve ayrica F nin hicbir
“extraspecial” bolumu yoktur ki, bu boliumin mertebesi p>™* olsun, dyle ki p asal i¢in H

icinde p™+1=|H,| olacak sekilde bir H, altgrubu vardir.

Asagidaki teorem, [3] de sunulmus olup [1, Theorem A] sonucunu geneller ve su anda

Frobenius-benzeri sonuglari galismak igin elimizdeki en faydal kazanimdir.
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TEOREM 9. FH grubu 2. Varsayim’i saglasin. V, cebirsel kapali bir k cismi lzerinde,
sifirdan farkli bir vector uzayi olsun, dyle ki k nin karakteristigi H nin mertebesini bélmesin.
FH nin V dzerinde lineer transformasyonlar grubu olarak etki ettigini varsayalim.

Asagidaki kosullardan biri saglanir ise V nin bir $H$-reguler direkt toplam terimi vardir:

1) Cv(F)=0,

2) [V,F]#0 ve k nin karakteristigi, F nin mertebesini bélmez.

Dolayisiyla, bir Frobenius-benzeri grubun, sonlu c¢oézilebilir bir G grubu Uzerinde

2.Varsayim’'l saglamasinin sonucu sudur:

SONUG: 2.Varsayim'’i saglayan Frobenius-benzeri bir FH grubu sonlu ¢ozilebilir bir G
grubu Uzerinde (|G|,|H])=1 ve [G,F]#£1 olacak sekilde etki etsin. Bu durumda, Cg(H)#1

olur.

Bu sonu¢, asagida sunulan ve [2]'nin esas sonucu olan teoremin ispatinda

kullaniimistir.

TEOREM 10. Frobenius-benzeri FH grubu, sonlu bir G grubu tzerinde (|G|,|H|)=1 ve
Cs(F)=1 olacak sekilde otomorfizmalarla etki etsin. Ayrica FH nin 2. Varsayim'i
sagladigini, [F,F] altgrubunun asal mertebeli oldugunu ve [[F,F],H]=1 kosulunun
saglandigini varsayalim. Bu durumda,

1) Her pozitif tamsayi n icin, Fn(Cs(H)) altgrubu, Fn(G) ile Cs(H) nin kesisimidir,
2) G nin Fitting uzunlugu Cg(H) nin Fitting uzunluguna esittir.
Ve ayrica [8]'deki gibi p-serileri hakkinda su teorem elde edilmistir. Burada bir asallar

kimesi 11 icin Ox(G), bir G grubunun en blyuk normal Tt-altgrubunu goéstermektedir.

TEOREM 11. 2. Varsayim'i saglayan Frobenius-benzeri bir FH grubu, sonlu bir
grubu Uzerinde (|G|,|H])=1 ve Cqs(F)=1 olacak sekilde etki etsin. Ayrica [F,F] asal
mertebeli olsun ve [F,F,H]=1 kosulu saglansin. Bu durumda

1) Her 1t asal kimesi igin On(Ccs(H)) altgrubu, O (G) ile Cs(H) in

kesisimidir,
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2) G nin 1-uzunlugu Cg(H) nin Tt-uzunluguna esittir,

3) Her i=1,...,k icin, 1; bir asallar kiimesi olmak tzere O nz,...k (Ce(H))

altgrubu Oni nz.....n (G) ile Co(H) in kesisimidir.

Orneklerle bilindigi tzere, TEOREM 10 un varsayimindaki F nin G iizerinde sabit
noktasiz olmasi, 1) sonucunu elde etmek icin esastir ve Cg(F)=1 kosulu, Cg(F)H in

Frobenius olmasi kosulu ile bile degistirilemez.

FH nin bir Frobenius-benzeri grup oldugu durumda da G nin bazi parametreleri
lizerinde FH nin Frobenius kabul edildi§i durumlarda elde edilenlere benzer sinirlar

bulunabilir. [4] makalesinde sunulan su sonug bunun iyi bir drnegidir:

TEOREM 12. FH grubu 2. Varsayim'i saglayan bir Frobenius-benzeri grup ve p, FH
in mertebesini bélmeyen bir asal say! olsun. FH nin bir p-grubu olan P lzerinde [P,F]=P

kosulunu saglayacak sekilde etki ettigini varsayalim. Bu durumda

1) P nin nilpotentlik sinifi, 2logy|Ce(H)| ile Gstten sinirlidir,
2) |[P|, sadece |H| ve |CP(H)| cinsinden sinirlanir,
3) r(P), sadece |H| ve r(CP(H)) cinsinden sinirlanir.

Bu sonug¢ Frobenius gruplar hakkindaki THEOREM 4 Un Frobenius-like gruplara

genellemesi olan ve [4] makalesinde sunulan asagidaki sonucu gerektirir:

TEOREM 13. FH grubu 2. Varsayim ‘| saglayan bir Frobenius-benzeri grup olsun ve
sonlu bir G grubu tzerinde (|G|,|FH|)=1 olacak sekilde otomorfizmalarla etki etsin. Bu

durumda
1) |G| = [Ce(F)| f(IH[.|Ce(H)]) dir ve,
2) r(G) < r(Cs(F))+g(JH|,r(Cs(H))) olacak sekilde f ve g fonksiyonlari
vardir.

Son olarak [3] makalesinin esas teoremlerinden biri olan ve Frobenius-benzeri gruplar

kapsaminda en yeni sonucu sunmak istiyoruz. Dikkat cekilmesi gereken nokta bu

10
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sonucun, F nin yapisi hakkinda bir bilgiye ulasiimasini saglamak bakimindan

oncekilerden farkli oldugudur.

TEOREM 14. FH grubu 2. Varsayim’i saglayan bir Frobenius-benzeri grup ve Kk,
karakteristigi |FH| yi bélmeyen bir cisim olsun. FH nin k cismi Gzerindeki bir V vector uzayi
Uzerinde lineer transformasyonlarla sadik olarak etki ettigini varsayalim. Bu durumda,

m=dimCv(H) i¢in, F nin ¢dzulebilirlik uzunlugu log.m+2 ile tstten sinirlidir.

THEOREM 8 in bir sonucu olarak m# 0 oldugundan, log.m+2 iyi tamimhdir. Ote
yandan bu sinirn H den bagimsiz olusu da dikkat cekicidir. Son olarak belirtiimesi
gereken ise 2.Varsayim’in saglanmasi kosulundan vazgecilemeyecegini gosteren érnekler

oldugudur.

Yukarida sundugumuz literattir taramasi bize, projemizin konusunu olusturan 7
sorunun ne kadar akttiel ve dolayisiyla bu secimin ne kadar isabetli oldugunu

gOstermektedir.

11
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3. GEREGC VE YONTEM

Cozumler icin kullanilan yontemler siklikla benzesmektedir: ispatlar icin genellikle
indiksiyon yontemi kullaniimaktadir. Dolayisiyla ilk adim, iddia edilen teoremin dogru
olmadigi varsayimindan hareketle bir minimal ters 6rnek; yani teoremin hipotezinin
gerceklendigi, ama sonucu saglamayan bir minimal grup se¢mektir. Bu 6rnegin yapisi;
hipotezlerin, bazi timevarim argimanlarin ve cesitli (varolan veya elde edecegimiz)
yardimci teoremlerin kullanimiyla, mimkin oldugunca iyi analiz edilerek, diger bir
deyisle indirgenerek bir celiski Uretilmektedir. indirgeme adimlarinda neredeyse her

problemin ¢ézimiinde,

e Hall-Higman tipi argtimanlar,
e mertebeleri aralarinda asal olan iki grubun , birinin digeri Uzerinde etki etmesi

halinde, arasindaki iliskiye dair bilinen sonuclar,

e bir etki normal altgruplara daraltildiginda kullanima elverisli Clifford teoremi ve

benzeri sonuglar,

siklikla kullaniimaktadir. Bu indirgeme islemi sonunda minimal ters érnegimizin yapisi
hakkinda artik iyice bilgi toplanmig ve hatta bir vektor uzayi tzerindeki etkisinin detayl bir
analizine ulasiimistir. Cogu kez vektor uzayini belirleyen cismin, karakteristigi grubun
mertebesini bélmeyen cebirsel kapall bir cisim olarak alinmasi mimkin olmaktadir. Bu
bakimdan klasik temsil teorisi ve hatta karakter teori kullanarak aranan celiski

bulunabilmektedir.

Cogu problemi ¢oézimlemek icin ispatladigimiz yardimci teoremler; aslinda [2] ve [5]
makalelerinde elde ettigimiz yardimci teoremlerin daha genel bir versiyonu olarak elde

edilmislerdir.

Ote yandan “aralarinda asal” etkinin kolaylastirici bircok 6zelligi bulunmaktadir. Bu

ozellikleri sikhkla kullandik.

Dorduncu problemimiz ¢ok calisilan Cg(A)=1 kosulunu genellemekte ve Cg(A) nin G
icine nasil gémuldigi hakkinda sorulan sorularda hi¢ karsilasmadigimiz yepyeni bir
hipotez kullanmaktadir. Cs(A) nin “TNI-altgrup” olmasi durumunu iyi anlayabilmek igin,

bazi 6zel altgruplari asikar kesisim kiimesi olan gruplarin yapisini ¢alisan bir cok makaleyi

12
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bir seminer dizisi ile anlamaya calistik. Boylece hem varolan ydntemleri 6grendik hem de

yeni yontemler tretme imkani bulduk.

13
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4. BULGULAR

4.1 Notasyon

Cs(A)={g €G:alg|=g her a€ Aicin}
F(G): G nin Fitting altgrubu

Fi(G). G nin Fitting serisinin i-nci terimi
f(G): G nin Fitting (nilpotent) uzunlugu

£(A): A nin mertebesini bolen asallarin sayisi
4.2 Soru (l) ve bir benzeri

2014 yilinda Journal of Group Theory dergisinde yayinlanan "Action of a Frobenius-
like group with fixed point free kernel" [2] baslkli makalemizde ispatlanan teorem

asagidaki gibidir:

FH tek mertebeli, [F,H]=1 kosulunu saglayan Frobenius-benzeri bir grup ve G grubu
lizerinde aralarinda asal etki ediyor olsun. F' asal mertebeli ve Cq(F)=1 ise (i) her pozitif
tamsayi i icin, F{(Cg(H)) altgrubu, Fi(G) ile Cc(H) nin kesisimidir

(ii) f(G)=f(CG(H)) dir.

Soru (I) esasen bu teoremin kosullarindan olan “F’ grubu asal mertebeli ve [F',H]=1
olsun” kabulunu zayiflatmak meselesidir. Bu soruya iligkin ilk cevabimiz, bazi ek kosullar
altinda kanitlanan bir teorem olarak SCI-Cekirdek dergiler kategorisinde yer alan
International Journal of Algebra and Computation dergisinde yayinlandi (Bkz. EK1). Elde

edilen sonucun ifadesi tam olarak sudur:

G tek mertebeli Fitting uzunlugu n olan ¢o6zdlebilir bir grup, FH ise G lzerinde [F’,H]=1
ve Cs(F)=1 olacak sekilde aralarina asal etki eden tek mertebeli bir Frobenius-benzeri
grup olsun. F’ asal kuvvetli mertebeye sahip bir maksimal altgruba sahipse ve G/F,.1(G)

lizerindeki etkisi Frobenius ise n=f(Cs(H)) olur.

ikinci olarak, “F’ grubu asal mertebeli ve [F’,H]=1 olsun” kabulunu, ¢ok daha zayif

ve dogal bir sart olan “Cg(H) altgrubu asal mertebeli olsun” kabull ile degistirerek yine

14
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ayni kapsamda baska bir calisma yaptik. Ayrica Cg(H) altgrubunun asal mertebeli olmasi
kosulunun zayiflatilamayacagini gosteren bir drnek insa ederek, elde edilmis sonucun en
iyi sonug oldugu kanitladik. Bu calismamiz SCI-Cekirdek dergiler kategorisinde yer alan
Monatshefte fur Mathematik dergisinde yayinlandi (Bkz. EK2). Bu makalenin ana sonucu

sudur:

FH grubu tiimleyeninin mertebesi asal olan ve G lzerinde Cg(F)=1 olacak sekilde etki
eden Frobenius-benzeri bir grup olsun. Cr (H) asal mertebeye sahip sahipse (i) f(G) <
f(Cc(H))+1 dir,

(if) her pozitif tamsayi i igin, F(Cs(H)) altgrubu, Fi(G) ile Cs(H) nin kesisimidir.

(Fi(G)= Fitting serisinin i-terimidir)

Giris boélimunde not edildigi Gzere bu projenin ayni zamanda etki eden A grubunun
Frobenis-benzeri grup olma sartinin zayiflatilabilir olup olmadigini tartismaktir.
Dizenledigimiz ilk calistaya Shumyatsky'yi davet etmemizin nedenlerinden biri 2013
yilinda Journal of Algebra’ da yayinlanmis olan bir makalesidir (The dihedral group as
group of automorphisms, Journal of Algebra 375(2013)1-12) ki burada “bir sonlu dihedral
grubun diger bir sonlu grup Uzerindeki etkisi” calisiimaktadir. Sorularimiz ve
yontemlerimizin benzesimi bize bu makalenin okunmasi geregini dusundurdi ve nitekim,
o makalenin ana teoreminin tam bir genellemesini kisa sure icinde, Frobenius-benzeri
gruplarin etkilerini calisirken kullanmakta oldugumuz argimanlar vasitasiyla kanitlamayi
basardik. Ne var ki, calistay sirasinda bu sorunun baska bir yontemle, ama daha kapsaml
bicimde, Shumyatsky’ nin eski 6grencilerinden Emerson De Melo tarafindan ¢ozulmis
oldugunu ve Communications in Algebra dergisinin Temmuz 2015 sayisinda
yayinlandigini 6grendik. Bu durumda bizim calismamizin degerini yitirmesi kaginilmaz
olsa da, yardimci teorem olarak kullandigimiz bir sonucumuzun (bkz. Ek3, Proposition)
baska ilgin¢g sorulari ispatlamaya yarayabilecedi, bizzat Shumyatsky tarafindan ifade
edildi. Bu nedenle calismamizin  hala degerli oldugunu distnerek sundugumuz
makalemiz uluslarasi Algebra and Discrete Mathematics dergisinde yayina kabul edildi
(Bkz.Ek3). Makalenin ana sonucu asagigaki gibidir:

D=<aqa,3> grubu, a ve [ involiisyonlar tarafindan (retilen dihedral grup ve F=<af3>
olsun. (Burada D=FH ve H=<a> olur) D grubu bir G grubu Uzerinde Cp(F)=1 olacak
sekilde etki ediyor olsun. Cs(a) ve Cs(PB) nilpotent iseler, G de nilpotenttir.

15
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Yukarida sundugumuz calismalarla s6z konusu 1.Soruya fazlasiyla yanit

verebildigimizi dustntyoruz.
4.3 Soru ()

[10] makalesinde Khukhro ve Makarenko su sonucu elde etmislerdir:

G grubu, Fitting uzunlugu n olan ¢éztilebilir bir grup, FH ise G Uzerinde aralarinda asal
etki eden bir Frobenius grup olsun. Cs(H) in nilpotent olmasi F(G) nin G igindeki indeksi |
Cs(F)| ve |F| cinsinden sinirhdir.

Soru (1) bu teoremin sonucunun FH Frobenius-benzeri bir grup oldugunda da
dogru olup olmadigidir. Bu soruya bir ilk cevabi 2014 yihinda yazdigimiz [5]
makalesinde yer alan Theorem 4.3 ile [F’,H]=1 olmasiI durumunda vermistik. Ek4 de
sundugumuz sonucumuzla ayni soruyu F’ altgrubu asal mertebeli olmadi§i zaman ele
aldik ve Soru (1) e verdigimiz ilk cevabin ek kosullari altinda ayni sonuca ulastik. EK4
de elde edilen teorem asagidaki gibidir:

G tek mertebeli ve Fitting uzunlugu n olan ¢ézdlebilir bir grup, FH ise G lizerinde
[F',H]=1 olacak sekilde aralarina asal etki eden tek mertebeli bir Frobenius-benzeri grup
olsun. F’ asal kuvvetli mertebeye sahip bir maksimal altgruba sahipse ve G/F..i(G)
lizerindeki etkisi Frobenius ise, Cg(H) in nilpotent olmasi G nin de nilpotent olmasini

gerektirir.

Ote yandan, Soru (V1) nin cevabini tam olarak verebildigimiz takdirde bu makaleyi
cok daha genis kapsamli bir hale getirebilme imkani dogacagini farkettik. Bu durumda
SCl-cekirdek dergilerden birinde kabul edilebilmesi daha mimkin olacagindan
bekletmeye karar verdik. Sonu¢ olarak, EK4 makalesiyle 2. Sorumuza yeterli cevabi

verdigimizi disinuyoruz.
4.4 Soru (ll1)

2013 yilinda yayinlanan [6] makalesinde su teoremi ispatlamistik:
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FH Frobenius bir group ve G grubu lzerinde aralarinda asal etki ediyor olsun. [G,F]=G
ve Cs(F)H grubu Frobenius ise f(G)=f(Cs(H)) dir.

Bu sonug yukarida da s6z edilen [7] makalesinin bir genellemesi olarak elde edilmigti.
Projemizin 3. Sorusu ise Cg(F)H grubunun Frobenius olmasi kosulunun da Cg(FH)=1
olmasi kosulu ile zayiflatilabilir olup olmadigidir. Bu soru ele alindiysa da, istenen
genellikte cevap bulunamayacagini gosteren ornekler EK5 de sunuldu. Bu durumda

asagidaki iddia hala acik bir sorudur:

Frobenius bir FH grubu sonlu bir G ¢ézlilebilir grubu (zerinde otomorfizmalarla etki
ediyor olsun. Eger (|G|,|H|]) = 1 ve Cs(FH)=1 ise G grubunun Fitting uzunlugu en fazla

Cs(H)+c olacak sekilde bir negatif olmayan ¢ tam sayisi var midir?

Ote yandan Soru (IV) kapsaminda yazdi§imiz ve Journal of Algebra’da yayina kabul
edilen makalemizde (Bkz EK5 Corollary 4.3) yer verdigimiz asagidaki teorem, 3. Soru igin
de kismi bir cevap olusturmaktadir. Oyle ki burada ek bir sart olarak Cg(F) nin TNI-alt grup
oldugu kabul edilmistir:

Frobenius bir FH grubu bir G ¢ézlilebilir grubu lzerinde aralarinda asal etki ve sabit

noktasiz ediyor olsun. Cs(F) normal olmayan bir TNI-alt grup ise f([G,F]) =
f(G) < f(Cs(H)) +1 olur.

4.5 Soru (IV)

Bu soru bir FH Frobenius-benzeri grubu otomorfizma grubu olarak kabul eden sonlu
¢cozilebilir bir G grubunun yapisini, Cg(F)' nin bir asikar kesisim kiimesi olmasi, baska bir
deyisle, Cq(F) ve 0z esleniklerinin asikar sekilde kesismesi durumunda inceleme

problemidir. Literatlrde bu tarz bir calismanin yer almamasi soruyu cazip kilmaktadir.

Yaptigimiz calismalar sonucunda eslenikleri ayrik olma 6zelliginin bolim gruplarina
gecmiyor olusunun zorlugunu asmak mimkin olmayinca, C.Hering'in bir makalesinde
[20] tanimlanan kisaca TNI-altgrup, kavramindan yola ¢ikarak, asagida siraladigimiz ve
onemli oldugunu disundigumiz su sonuglarl elde ettik. Nitekim, hazirladigimiz
“GROUPS OF AUTOMORPHISMS WITH TNI-CENTRALIZERS” baslikh makale SCI-
cekirdek kategorisinde yer alan Journal of Algebra dergisinde basim igin kabul
aldi(Bkz.EK5):
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Tanim: G bir grup ve H bir altgrubu olsun. Eger her g eG-Ng(H) icin Ng(H)nH%=1ise H
altgrubuna G nin bir TNI-altgrubu denir.

Theorem 1 A grubu G grubu Ulizerinde etki ediyor olsun ve (|G|,|A|)=1 kosulu
saglansin. Cg(A) ¢6zlilebilir bir TNI-altgrup ise G de ¢dziilebilirdir

Theorem 2 A grubu ¢6zlilebilir bir G grubunun meretebesi asal bir otomorfizmasi
olsun. Cg(A) bir TNI-altgrup ise f(G) | < f(Cs(A))+1 dir. Cs(A) nin normal altgrup

olmamasi durumunda ise f(G) | < 4 dlir.

Bu sonuglar Thompson’a ait ve sonlu gruplar teorisinin Unli sonuclarindan biri olan

asagidaki sonucu genellemeleri bakimindan olduk¢a énemlidir:

Mertebesi asal bir otomorfizma G grubu Uzerinde sabit noktasiz etki ediyorsa G

¢cOzllebilir ve hatta nilpotent bir gruptur.

Goruldugu Uzere, Cs(A)=1 kabul edilirse Theorem 1 ile G nin ¢ozulebilir oldugu,
Teorem 2 ile ise, bu durumda f(C_G(A))=0 olacagindan f(G)=1, yani G nin nilpotentligi
elde edilmektedir.

Projemizin ana hedefi Frobenius veya Frobenius-benzeri grup etkilerini arastirmak
oldugundanTNI-merkezleyenler Uzerindeki arastirmamizi, etki eden A grubunu bir
Frobenius grup FH olacak sekilde ve Cg(F) TNI-altgrup kabuliyle strdirdik. Bu yeni
sorumuz 1. ve 2. Sorularimiz kapsaminda kabul ettigimiz Cg(F)=1 kosulunun
zayiflatilabilirligini tartismak acisindan dnemliydi. Sonug olarak elde ettigimiz asagidaki
teoremle, literatlirde varolan ve Frobenius FH grubunun etkisini Cg(F)=1 kabulu altinda
calisan [7] makalesinin ana sonucunu da genellemis olduk; soyle ki, Cs(F)=1 olmasi
halinde bizim teoremimizde f(G)=f(C_G(H))) esitligini vermektedir.

Theorem 3 FH Frobenius grubu bir ¢ézlilebilir G grubu lizerinde aralarinda asal etki
ediyor olsun. Eger Cg(F) bir TNI-altgrup ise, f([G,F]) = f(Cisr(H)) ve dolayisiyla f(G) <
f(Cs(H)) + f(Cs(F)) olur.
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Bu teoremin bir sonucu olarak Cg(F)=1 sartinin Cg(FH)=1 ve Cg(F) TNI-altgrup

kabulleriyle zayilatiimasi durumunda da tatmin edici bir sonug elde ettik. Sdéyle ki:

A grubu G grubu lzerinde etki ediyor olsun ve (|G|,|A|)=1 kosulu saglansin. Cs(A)
¢cOzdlebilir bir TNI-altgrup ise G de ¢oOzdilebilirdir

Frobenius bir FH grubu bir G ¢ézlilebilir grubu lzerinde aralarinda asal etki ve sabit
noktasiz ediyor olsun. Cs(F) normal olmayan bir TNI-alt grup ise f([G,F]) =

f(G) <f(Cs(H))+1 olur.

Bu makalenin ardindan elde ettigimiz ve EK6 da sundugumuz su sonug ise durumu A
nin abelyen olmasi haline genelleyen dnemli bir gzlemdir. Ama daha da genel bir sonug

elde edebilmek umuduyla simdilik bir dergiye sunmadan bekletmekteyiz.

Teorem 4 A abelyen bir grup olsun ve ¢6ztilebilir bir G lzerinde aralarinda asal etki
ediyor olsun. Cs(A) bir TNI-altgrup ise f(G) | < f(Cs(A))+{(A) dir.

4.5 Soru (V)

Proje sirecinde diger sorular birbirleriyle daha baglantili oldugundan 5.soru Uzerinde

calisip fikir Gretmek mimkin olamadi.
4.6 Soru (VI)

Bu soruyu motive eden sani sudur:

A, G grubu lzerinde sabit noktasiz etki eden nilpotent bir grup ise f(G), A nin

mertebesini bolen asal sayilarin sayisi ile sinirlidir.

Bu saninin sonucu (|G|,|A|)=1 ise nilpotent olmasiI gerekmeyen herhangi bir A grubu
icin kanitlanmis olmakla birlikte, aralarinda asallik kosulu olmadiginda A grubunun
nilpotent olmamasi halinde A nin Fitting uzunlugunu sinirlamanin imkani olmadigi
bilinmektedir.

A nin devirli olmasi halinde dahi agik kalmis bu soru ilgi alanimizin merkezinde

durmasi bakimindan c¢6zimine yarayabilecegini disundugimiz her metodla
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ilgilenegeldik. Frobenis-benzeri grup etkilerine ait sonuglarin da bu konuda

kullanilabilirliklerini tartistik. Ancak bir iliski kurabilmek mimkin olmadi. Bununla birlikte
eski metodlarla bu saniya kismi de olsa cevap verebilmek amaciyla calismalarimizi
surdurdik. Asagida sundugumuz ve EK yardimci teorem “extra-special” grup kosulunu
saglayan bir konfiglirasyon bulunamadigl icin yetersiz kalmakla birlikte bu saninin

¢6zimine yonelik 6nemli bir adim olmustur:

Farkli p ve r asallari igin, P bir p-grup, R bir r-group, ve A bir grup olsun.

P, PRA icinde normal ve R, RA icinde normal olacak sekilde asagidaki kosullar
saglansin:

(a) P bir extraspecial p-grup , Z(P), Z(PRA) icinde normal, CA(P) = 1;

(b) R/ CR(P) grubunun klasi 2 ve exponentir, Ao = Ca(R/Ro) = 1;

(c) A=A, XA X Apy, Oyle ki A, ve Ar devirli gruplar,

ve Apy grubu R/ Cg(P) regller yériingelerle etki eder,

(d) p = 2 ise r bir Fermat asali degildir.

O halde, A sadik bir komplex PRA-character ise AA

regular A-karakteri icerir.
4.8 Soru (VII)

Bu soru Uzerinde induksiyon yontemi kullanarak uzun stre galstiysak da ¢ok cetin bir
problem oldugunu gérdiuk ve minimal ters drnegin yapisini fazlaca indirgemek mumkin
olmadi. Arastirmaya simdilik ara versek de oOmuimuzdeki calisma planinda ilk ele

alacagimiz sorulardan biri bu olacaktir.
4.9 Diger Sorular

Proje cercevesinde ele aldigimiz bir diger soru Khukhro tarafindan ortaya atilan su acgik

soru idi:

FH Frobenius grubu bir G grubu lizerinde =1 ve slipercézlilebilir olacak sekide etki

edersen G de sipercdziilebilir midir?
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Uzun sure bu konuda ¢alisip alinan bir minimal ters 6rnegin yapisini inceledik. Ancak
bir yazisma sirasinda Bettina Wilkens tarafindan verilen ve EK 8 de sunulan ters drnek bu
sorunun yanhs oldugunu gosterdi. Gosterdigimiz ¢aba ve elde ettigimiz bazi yardimci
teoremlerin bu sorunun degisik versiyonlarini tartismakta yardimci olabilecegini

dustintyoruz.(Bkz EK9)
4.8 Yapilan Sunumlar

Proje kapsaminda elde edilen sonuclarl bildirmek veya genel olarak bu problem
sahasini tanitmak amaciyla 6zellikle uluslarasi olanlara proje imkanlari ile katilabildigimiz

toplantilarda sunumlar yaptik.

e  Gllin Ercan “Action of a Frobenius-like group”, 18 Aralik 2014, Bolim

semineri, Orta Dogu Teknik Universitesi, Ankara.

e ismail Guloglu “Frobenius-like groups as groups of automorphisms ”, 28-31
Ocak 2015, 3BIGTC , Ferdowsi University, Mashad, (davetli konusma) (Bkz. EK
15,16)

e ismail Guloglu, “Finite groups admitting a dihedral groups of
automorphisms”, 4. Cemal Ko¢ Cebir Gunleri (uluslarast), 22 Nisan 2016, Orta
Dogu Teknik Universitesi, Ankara. (davetli konusma) (Bkz. EK 17,18)

e Gilin Ercan, “Sabit noktasiz etki” 1-3 Mayis 2015, Il. Kadin
Matematikgiler Dernegi Calistayl, Cumhuriyet Universitesi, Sivas. (davetli
konusma) (Bkz.EK 19,20)

e  Gilin Ercan, “Action of a Frobenius-like group”, 22-24 Mayis 2015,
Zassenhaus Group Theory Conference, Binghampton University, New York.
(Bkz.EK 21,22)
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e  Glulin Ercan, “Frobenius-like groups as groups of automorphisms”, 7-12
Agustos 2015, Finite groups and their automorphisms, Dogus University, Istanbul.
(Bkz. EK 23,24)

e  Glulin Ercan, “Frobenius-like groups as groups of automorphisms”, 31
Agustos-2 Eylul 2016, Groups,Rings and their Automorphisms, University of
Lincoln, UK. (Bkz. EK 25,26)

e ismail Guloglu “About the action of automorphism groups with TI-
centralizers” 6-7 Ekim 2016, Marmara Universitesi Matematik Guinleri, Marmara

Universitesi, (davetli konusma)

e ismail Guloglu “On the actions of groups with TNI-centralizers” 24 Kasim

2016, Bo&lim semineri, Mimar Sinan Universitesi, istanbul.

e ismail Guloglu “About the action of automorphism groups with TI-
centralizers” 22 Aralik 2016, Bolum Semineri, Orta Dogu Teknik Universitesi,

Ankara.
e . ismail Giloglu “About the action of automorphism groups with Tl-
centralizers”, 20 Ocak 2017, 4" Biennial International Group Theory Conference,

Kuala Lumpur (davetli konusma) (Bkz.EK 27,28)

o Ismail Guloglu “Groups of automorphisms with TNI-centralizers®, 22 Mart

2017, bélim semineri, Bogazici Universitesi, istanbul.

e  Gulin Ercan “Influence of the fixed point subgroup in group actions ” 10

Nisan 2017, Bilkent Universitesi, Ankara.
Glilin Ercan, “Group actions with TNI-centralizers”, 5. Cemal Ko¢ Cebir Ginleri,
29 Nisan 2017, istanbul Kiiltiir Universitesi, istanbul. (davetli konusma).(Bkz. EK

35,36)

e Gulin Ercan “Influence of the fixed point subgroup in group actions 2”
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3-6 Mayis 2017, Abant izzet Baysal Universitesi, Bolu.(Bkz. EK 29,30)

e ismail Guloglu “Influence of the fixed point subgroup in group actions 1”
3-6 Mayis 2017, Abant izzet Baysal Universitesi, Bolu. .(Bkz. EK 31,32)

e  Gulin Ercan “Group actions with TNI-centralizers”, 5-13 Eylul 2017, Groups
St Andrews 2017 in Birmingham, UK. (Bkz. EK 33,34)

4.9 Duzenlenen Calistaylar

Proje kapsaminda dizelenen iki uluslarasi calistaydan ilki, “Finite Groups and Their
Automorphisms” bash@l altinda 7-16 Agustos 2015 tarihlerinde Dogus Universitesi-
istanbul’ da gerceklestirildi. Lisans-lisansiistii  6grencilerin ve doktora sonrasi
arastirmacilarin olusturdugu 23 katilimcisi ile bu calistay, hedefledigimizden ¢ok daha
kapsamli bir toplanti oldu. Oyle ki, calistay biinyesinde 10 saatlik bir GAP (Groups,
Algorithms and Programming) ders dizisi organize etmek de mimkin oldu. GAP’I
gelistiren 6nemli isimlerden biri olan Stefan Kohl tarafindan sunulan bu derslerin icerikleri,
GAP sistemini kullanmay! 6gretmenin oOtesinde, 6zellikle “grup otomorfizmalari ve sabit
nokta altgruplan” ile iliskili sorularla ilgili arastirmalarimizda GAP sistemini nasil
kullanacagimizi 6gretmek Uzere hazirlandi [bkz. Ek 10]. Calistayin ardindan katilimcilarin

cok faydalandiklarini dile getirmeleri bizim agimizdan mutluluk vericiydi.

Calistayin ikinci bolimu, gruplar teorisinin dnemli isimlerinden Pavel Shumyatsky ve
Marian Deaconescu tarafindan sunulan dérder saatlik ders dizileri ve proje kapsamindaki
calismalarimizi tanitmak Uzere Gilin Ercan tarafindan verilen derslerle devam etti
[6zetler, program ve katilimcl listesi icin, bkz. Ek 11, Ek 12, Ek 13]. 13 Agustos 2015
itibariyle Kohl ve Deaconescu’ nun ayrilmalari ardindan 16 Agustosa kadar, gerek proje
cercevesinde gerekse diger ortak ilgi alanlarinda ilging buldugumuz sorular Uzerinde
Shumyatsky ile tartismay strdirdik.

ikinci calistayimiz ise “Finite Groups and Their Automorphisms 2017” baghgi
altinda 3-6 Mayis 2017 tarihlerinde Abant izzet Baysal Universitesi-Bolu’ da
gerceklestirildi (Bkz. fga.math.metu.edu.tr). Gruplar teorsi alaninda dinya capinda
arastirmacilar arasinda yer alan Danila Revin, Alexander Buturlakin, Attila Maroti ve
Zoltan Halasi davetlilerimizdi. (Bkz. EK14) Onlar tarafindan verilen ders dizileri, Gilin

Ercan ve ismail Giloglu'nun birer konusmayla proje ve sonuclarini tanitimi ve gruplar
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teorisi alaninda calisan ya da calismayl planlayan doktora 6grencilerinin  bazi
sunumlariyla oldukgca kaliteli bir organizasyon gerceklestirmek mimkin oldu.
Davetlilerimizle kurdugumuz iliski gelecekte cesitli problemler Uzerinde ortak calisma

imkani bulundugunu gdosterdi.
4.10 Diger kazanimlar

Bu proje cercevesinde sayilabilecek bir soru tzerinde calismasini ve eslenik ayrik
altgruplar hakkinda bir makale okumasini énerdigimiz M.Yasir Kizmaz, daha sonra kendi
kurdugu bir problem cercevesinde ilerleyerek doktora tezini tamamladi. Henliz savunmasi
yapllmayan ama iki ayri makale halinde yayina sunulup, biri SCI-Core da yer alan
Communications in Algebra dergisinden kabul alan bu tezi dolayl da olsa projemizin bir

Uriin olarak gérmekteyiz.

Bir diger kazanim ise Eren Erturk’in yazacag! yuksek lisans tezi olacaktir. Oyle ki,
proje kapsaminda bir makale calisiimis ve teze donismeyi beklemektedir. Su siralar Eren
Ertirk’un istanbul’da calisma hayatina basladidi icin yazimina ara verilse de éniimuizdeki

yil sonu tamamlanacagini disiniyoruz.

Ote yandan Giilin Ercan Birmingham’da diizenlenen konferansa katilimi sirasinda
Cinli matematik¢i X. Guo ile tanismis ve HC-altgruplarina dair bazi calismalarindan
haberdar olmustur, 6yle ki her TNI-altgroup bir HC-altgrup olmaktadir. Bu bakimdan proje
cercevesinde elde edilen sonuclarda yer alan TNI-altgrup olma kabullerinin  HC-
altgruplara genisletiimesi mimkin gérinmektedir. Bu konuda calismalarimizi konuya

ilgisini gosteren Dr. Sukran Gul'le birlikte yapmayi planliyoruz.
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5. TARTISMA/SONUG/ONERILER

Proje basvuru formunun Yaygin Etki boliminde beklentimizin “uluslarasi saygin
dergilerde en az 3 makale, en az 5 uluslararasi bildiri ve 2 ¢alistay” oldugu bildirilmisti.
BULGULAR bdélumunde ifade ettigimize gore bu proje sirecinde “3 makale SCI-Cekirdek
listesinde ve 1 makale de Mathematical Reviews ve Zentralblatt fur Mathematik de
taranan dergilerde yayina kabul edilmistir. Ote yandan 1 makale yayina sunulmus ve
heniliz hakem degerlendirmesinde, 2 makale ise hazirlanma asamasindadir. Ayrica 2
uluslarasi calistayin yanisira, 8 i uluslarasi olan 17 sunum yapiimistir. Bu nedenle
vaadlerimizin tumunu fazlasiyla gerceklestirmis bulunuyoruz.

Bu projede, direk uygulama konularindan uzak teorik matematigin 6zel bir konusu
etrafinda, ancak belirli sayida uzmanin dikkatini geken ama gene de uluslararasi
matematik camiasinin ilgi sahasinda olan bir cercevede, proje teklifinde sunulan yedi soru
dogrultusunda arastirmalar yapilmistir. Bu slrecte bazi baslangi¢ sorularimizin cok
isabetli sorulmadigi , bizim ilk tahminlerimizden ¢ok daha derin ve karmasik bir arastirma
konusu olduklari veya cevaplarinin negatif olarak verildikleri gérulmustir. Ancak buna
karsilik arastima surecinde karsilasilan bazi yeni problemler basariyla cevaplandiriimis,
veya yeni arastirma konulari dnerileri ortaya ¢ikmistir.

Bu durumda projenin basari 6lcitl olarak ortaya konan hedefe ne kadar ulasildigi ile
degerlendirmeyi tamamlamak istersek; herhalde bu projenin teorik matematik dalindaki
arastirma projesinin uluslararasi matematik camiasinda ne kadar kabul ve takdir aldigi ,
elde edilen sonuclarin ne kadar tanitilabildigi , memleketimizin gen¢ matematikgilerinin
olusup gelismelerine ne kadar hizmet ettigi dikkate alinmaldir. Biz de bu proje
cercevesinde uluslararasi saygin matematik (hatta daha spesifik uzmanlasmis , Cebir
konulu) dergilerde dort makale yayinlamis olmak, iki kiiciik ama etkili uluslararasi ¢alistayi
basariyla organize etmis olmak , ve yurt ici ve disi pek cok bilimsel toplantida
calismalarimizin drtnlerini basariyla matematik camiasina sunmus olmak ve bu arada
ODTU de geng bir grup teorisi arastirmacilari gurubu olusturup onlari siiregelen
seminerler ile gelistirmek ve bunlardan birinin esas olarak doktorayr tamamlamis
olmasiyla ¢ok basarili bir proje déneminin sonuna geldigimizi degerlendiriyoruz.

Ozellikle organize edilen calistaylar icin, Tubitak destedi cok 6nemli olmustur. Bunun
icin tesekkurlerimizi sunuyoruz. Bu proje ¢ercevesinde, dar bir sahada da olsa yogun, ve
gercek uzmanlari biraraya getiren calistaylarin, projede c¢alisilan sorularin cevabini
olusturmakta direk etkiye sahip olmasalar bile ¢cok faydal olduklarini gézlemledik.
Organizasyon problemleri dolayisiyla biraz vakit kaybina neden oluyorlar ise de vesile

olduklari fikri yogunluk ve kurulan iligkiler, hem arastirmacilar icin hem de egitiimekte olan
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gen¢ matematikgiler igin yon gosterici ve aydinlatici olmaktadir. Bu nedenle proje
Onerisinde bulunacak herkese proje kapsaminda calistay planlamalarini 6zellikle tavsiye
etmek istiyoruz.

Ne var ki, proje yoneticisi ve arastirmacilarinin bulunduklari Gniversite ve Tubitak
arasindaki “paper-work” ile asiri mesgul edilmek ve bazi magduriyetlere neden olacak
birokratik meselelere muhatap oldugumuzu hatirlatmak ve Tubitak tarafindan

korunabilmemizin garelerinin aranacagini hala ummakta oldugumuzu belirtmek istiyoruz.
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