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ONSOZ

Bu projede [[lhan ve Kovner | (2015) makalesinde geligtirilen yiiksiiz elektromanyetizmanin etkin
bir teorisinin simetrileri incelenmis, ve bu teorinin simetrilerini Z(N)’e kiran tedirgemeler bulunup
[Than ve Kovner | (2013]) makalesinde bulunan sicim ¢oziimlerinin bu teoride de bulunabilecegi; daha
genel c¢oziimlerin bulunmas igin ise elektrik yiiklerinin tutarli bir sekilde tamimlanmasi gerektigi
gosterilmigtir.

Bu proje TUBITAK tarafindan “ARDEB-1002 - Bilimsel ve Teknolojik Arastirma Projelerini

Destekleme Pr." kapsaminda desteklenmigtir. (proje no: 117F203)
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1. OZET

Bu proje kapsaminda, yiiksiiz elektromanyetizmanin etkin bir modelinin ¢esitli 6zelliklerini arastirdik.
Ayar alanlar1 kullanilmadan, Lorentz doniisiimleri altinda kanonik olmayan doniigiimlere sahip alan-
lar cinsinden ifade edilen bu modelin sahip oldugu simetrilerin fiziksel objelere etkilerini inceledik.
Daha sonra bu modelin simetrilerini, Yang-Mills teorisinin diigiik enerji limitini tanimlayacak Z(N)’e
kiran bir tedirgeme altinda, duragan ve sonsuz ayrik sicim ¢oztimlerine sahip oldugunu gosterdik.
Daha genel ¢oztimler bulunmasi icin yapilmasi gerekenleri belirterek projeyi bagariyla tamamladik.

Anahtar Kelimeler: Etkin Kuramlar, Elektromanyetizma, Simetriler, Renk Hapsi



2. ABSTRACT

In this project, several properties of an effective theory of free photons is investigated. Transforma-
tion of physically relevant objects under the symmetries of this model, which is constructed without
gauge fields, and is defined in terms of fields which transform non canonically under Lorentz trans-
formations is investigated in detail. Following this, the symmetries of the model is broken down
to Z(N), and it is shown that this theory has string solutions between infinitely separated static
charges. We conclude the report by suggesting possible future directions.

Keywords: Effective theories, Electrodynamics, Symmetries, Color Confinement



3. GIRIS

Bu projede, parcacik fiziginin standart modelinde halen cevap arayan baz sorular1 yanitlamayi
amaclayan bir programi ele alacak, bu kapsamda yapilan son ¢aligmay1 biraz daha geligtirecegiz. Bu

baglamda esas amagladigimiz soru, standart modelin giiclii etkilesim kismindandir: renk hapsi.

Kuantum renk dinamiginin 6zglirliik dereceleri kuark ve gluonlar olmasina ragmen asimtotik
ozgiirliikk dereceleri mezon ve baryonlardan olugur. Bu, genelde renk hapsi mekanizmasiyla agik-
lanir: iki kuark arasindaki etkilesim potansiyeli mesafeyle azalmak yerine ¢izgisel olarak artar. Bu
davranig, belli bir enerji araliginda, hem deneysel (Lyons | 1985)) olarak hem de kafes hesaplarinda
gosterilmiy (Gattinger ve Lang | 2010) olmasina ragmen, halen teorinin temel 6zelliklerinde yola
cikarak tutarli bir sekilde analitik olarak elde edilememistir. Bu amacla atilan adimlarin en bili-
nenleri (Mandelstam | [1976; 't Hooft | [1981) esasen Abelyen mekanizmalar olup, Abelyen olmayan

SU(N) teorisini agiklamak igin yeterli degillerdir.

Bu projede takip edilen programdaki amag, Yang Mills teorisinin diigiik enerji-uzak mesafelerdeki
davranigini inceleyerek bu limitteki teoriyi “tahmin” etmektir. Boyle bir yaklagim icin teorinin tiim
simetrileri ve biitiin parcacik tayfini1 bilmek gart degildir. Etkin bir diisiik enerji-uzak mesafe teorisi
yazmak icin, teorinin sadece bu limitteki simetrilerini tagsiyan bir Lagrangian kullamilabilir. Ayrica,
uzak mesafelerde sadece kiitlesiz pargaciklar etkili olacag i¢in diger parcaciklar dikkate alinmak
zorunda kalinmaz. Bu noktada, kiitlesizligi dinamik olarak simetrilere (ve bunlarmm kirilmasina)

dayanan “Goldstone bozonlari1" kullanigh olabilir.

Kuantum renk dinamiginin diisiik enerjilerdeki davranisini tam olarak bilinmese de baz fikirler
yol gosterici olabilir. 't Hooft | (1978) tarafindan gosterildigi tizere, temel alanlarin olmadigi Abelyen
olmayan teoriler manyetik Z (V) simetrisi tagirlar ve bu simetrinin kirilmasi renk hapsine bir igaret-
tir. Eger manyetik Z(N) kuantum renk dinamiginin diigiik enerjilerini tanimlayan simetri ise, bu

simetriyi tasiyan bir etkin model yazilabilir.



Bu raporda, iistte anlatilan fikirlerin ilk olarak caligsildig: ve iyi anlagildigi 2+ 1 boyuttaki durum
kisaca hatirlatilip ve [5.| boliim), daha sonra projenin temelini olugturan 3 + 1 boyuta gegilecek
boliim).Bu noktadan itibaren oncelikle Amag 1 - Is Paketi 1 kapsamimda Abelyen teorinin
simetrilerini inceleyecegiz béliim). Daha sonra da Amag 2 ve 3 - Is Paketi 2 ve 3 kapsaminda
Abelyen olmayan teoriye gecmek icin gerekli tedirgemeyi kullanarak, bu limitte sicim ¢oziimleri
arayacagiz ve boliim). En son olarak da bulgularimizi 6zetleyerek programin devami igin

yapilmasi gerekenleri belirtip raporu sonlandiracagiz boliim).



4. 241 Boyutta Manyetik Aki Simetrisi

Bu boliimde manyetik aki simetrisinin 2 4+ 1 boyutlu Abelyen ve Abelyen olmayan teorilerdeki 6zel-
likleri hizl bir gekilde hatirlatilip, ilgili etkin teoriler ve sicim olugturma mekanizmasi kisa bir sekilde

tekrar edilecektir (IThan ve Kovner | (2013),Kovner | (2000))).

4.1 Manyetik aki simetrisi ve renk hapsi

[k olarak, ‘t Hooft tarafindan verilen manyetik Z(N) simetrisi fikrini kisaca 6zetleyelim: SU(N)
simetrisine sahip adjoint Higgs alanlarindan olugan bir teori, SU(N)’in merkezi olan Z(N) altinda
degismezdir. Simetri kirilmasi oldugu siirece potansiyelin ne oldugu énemli degildir. Simetri kirilmasi
durumunda standart Higgs alanlar1 ve kiitleli gluonlarin yani sira; kiitleli, kararli manyetik burgaclar
(magnetic vertices) da vardir. Boyle agir cisimlerin kararl olmasi ancak topolojik yiik tagimalariyla
miimkiindiir. Bu yiik, manyetik Z(N) yiikidiir: N dolamm igeren burga¢ durumunun topolojik
yiikiiyle boglugun topolojik yiikii aynidir. Teorinin Higgs fazindaki bu simetri, parametrelerin diizgiin
sekilde degistirilmesi sonucu renk hapsinin oldugu kuvvetli etkilesim fazina da tagimir. Parametreleri
daha da degistirerek Higgs alanlari tamamen ayrigtirilarak sadece gluonlarla taniml bir teori elde
edilir. Bu siiregte degigiklikler diizgiin sekilde yapildig siirece teorinin Z(N) simetrisi korunur ama
farkh bir sekilde gergeklegir. Kalan Z (V) simetrisinin kirilmasi durumunda da teoriye eklenen agir

kuarklar arasinda renk hapsi olugur ('t Hooft | [1978)).

4.2 Etkin teoriler

Proje kapsaminda ele alinan 3 4+ 1 boyutlu etkin teoriye ge¢gmeden 6nce, 2 + 1 boyuttaki durumu
hatirlayalim (Kovner | (2000)). Manyetik Z (V) simetrisi ile renk hapsi arasindaki baginti, bu boyutta
iyi anlagilmigtir. Ayrica, bu boyutta renk hapsi veren etkin teorilerle Abelyen etkin teoriler; Abelyen
teorideki U (1) simetrisinin Z(N)’e kiran bir tedirgeme ile baghdir. Burada kalan Z (V) simetrisinin

de kirilmasi, ‘t Hooft argumani uyarinca renk hapsi verir.

2 4+ 1 boyutta 6rnek olarak Abelyen Higgs modeli alinabilir. Burada diizlemden gecen manyetik

aki U (1) simetrisini tanimlar: ® = [ d?2B(z). Bu simetrinin diizen parametresi olan bir V operatorii



cinsinden etkin bir teori yazilmak istenirse bu basit bir gsekilde yapilabilir:

62 2
L=—-0"Vd,V A(VV 8) (1)

V alaninin bogluk beklenti degerinin sifir olup olmadig ikinci terim tarafindan belirlenirken, ilk
terim standart kinetik terimdir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta, bu Lagrangian’ yazmak icin
sadece teorinin U(1) simetrisine sahip oldugunun ve bu simetrinin kirildiginin bilinmesinin yetme-

sidir.

Bu teori etkin olarak 241 boyutlu elektromanyetizmayla esdeger olup, manyetik aki simetrisinin
diizen parametresi olan kompleks V' alani, manyetik burgac olusturan bir operatordiir. V = pe'X
seklinde ifade edilebilecek bu alanin fazi kiitlesiz fotona kargilik gelir. Simetrinin kirilip kirilmamasi

ise fotonun kiitleli olup olmadigini belirleyen Higgs-Coulomb faz gegigini tanimlar.

Elektrik yiikii tagiyan durumlar ise V' alaninin topolojik yiikiiyle bagintilidir:

1
Ju= gew,\&,v*&\v (2)

bu ifade dolanim sayisini 6lger ve sifirdan farkh yiik tasiyan durumlara 6rnek olarak, 6 kutupsal aci
olmak {izere V = ve? durumu alnabilir.
Bu Abelyen teoriyi renk hapsini tanimlayabilecek Abelyen olmayan durumlara baglamak igin

mevcut U(1) simetrisini Z(N)’e kiracak bir terim eklenir.

2\ 2

L=-0"Vo,V — A (V*V — ;) +u (VN + V*N) (3)
Bu teoride, daha 6nce sonsuz dejenere olan bosluk, Z(N) simetrisiyle bagh olacak gekilde ayrik hale
gelir. Bunun sonucunda, donel simetri tasiyan yiikli durumlar teorinin diisiik enerjili konfigurasyon-

lar1 degillerdir. Bunun yerine yiiklerin yiik - anti yiik ¢iftleri seklinde olduklar ve dolanimin ¢iftler

arasinda bir boyutlu bir tiip (sicim) igine hapsolduklar1 ¢éziimler bulunur.



5. 341 boyutta Abelyen Model

Bu boliimdeki amacimiz, bir 6nceki boliimde anlatilan fikirleri 3 + 1 boyuta tagimaktir. Bunun igin
oncelikle bu boyutta elektrodinamigi ayar alanlari olmadan, skaler alanlar cinsinden tanimlayacak
etkin bir model yazilmalidir. Bu modelde fotonla eglegtirilecek iki Goldstone bozonu olmali, ve
ayrica, elektrik yiikleriyle eslestirilebilecek, topolojik yiik tasiyan durumlar bulunabilmelidir. Bu
yikler de, Abelyen olmayan bir tedirgeme sonucu renk hapis durumlar: tanimlayabilmelidir.

Bu o6zellikleri tagiyan en basit teori, ¢izgisel olmayan sigma modelidir. Bu model,

¢a¢a =1 <4>

sartiyla bagh ii¢ skaler alan seklinde tanimlanir ve topolojik yiik tagimaya uygun I1(5?) = Z bosgluk

manifolduna sahiptir. Bu durumda topolojik yiik, elektrodinamikteki elektrik yiikiiyle eslestirilir:

e . .
Q=15 / Bregpeeijpd " ¢P O ¢ (5)
Yiik tagiyan durumlara 6rnek, dongiisel simetri tagiyan "kirpi" durumudur:

a

¢ = f(r), f(r—o0) =1 (6)

Eger olusturulacak teori, skaler alanlar icin standart kinetik terim igerirse, yiik tagiyan bu gibi du-
rumlarin enerjisi kizilotesinde ikinci dereceden sonsuza gider. Bu sebeple, eger yiiklii durumlarin
kiz1l6tesinde sonlu enerjiye sahip olmalar: isteniyorsa, teorideki kinetik terim ikiden fazla tiirev iger-

melidir.

Bu o6zelligi tagiyan ve iistte tanimladigimiz yik tanimina dogal sekilde baglh bir kinetik terim
kolayca bulunabilir. Ustte elde edilen yiikii, elektromanyetik akimin zaman bileseni olarak alinirsa,

elektrik akimi

e
JH = meabceuu)\aau(ﬁaa)\¢baa¢c (7)

olarak yazilabilir. Buna bagh olarak Maxwell denklemleri



o, F1 = Jw (8)

uyarinca, elektromanyetik tensor

F;U/ = Eabceuu)\a(ﬁaa)\@i)bagd)c (9)

olarak bulunur. Bu tanimi kullanarak ve elektromanyetizma ile olabildigince benzer bir teori yazmak
istenildigi diistiniiliirse, kullanilabilecek bir Lagrangian
1

A
— ZF, FH 4 2 (2 — p2)? 1

olarak almmabilir. Ustteki tanimlar geregince bu Lagrangian 4 tiirev tagimasima ragmen antisimetri
geregi zaman tiirevleri sadece iki tanedir ve hayalet durumlar: ve kararsizlik gibi problemler bulun-
maz. Lagrangian’in isaretinin normalde kullanilanin aksi olmasinin sebebi ise ¢iftes formulasyondur:
Elektrik ve Manyetik alanlar cinsinden ayni Hamilton operatori elde edilmek isteniyorsa, bu isaret
tercih edilmelidir.

¢ alanlarimin radyal 6zgiirliigiiniin olmadig1 giiglii etkilegim limitinde (A — 00), elektromanyetik

tensor tanmim geregi korunur:

0, FM =0 (11)

Ancak diger iki Maxwell denkleminin saglanmadig Ilhan ve Kovner | (2013) tarafindan gosterilmigtir.
Bu sorunu ¢oziip, yiiksiiz Maxwell teorisini elde etmek igin, elektromanyetik tensér tanimini kismen
degistirmek gerekir (Ilhan ve Kovner | 2015). Bu degisiklik sonucu elde edilen model, raporun kalan

kisminda ayrintili olarak incelenecektir.

6. Temel tanmimlar

Baglangi¢ noktamiz olan Lagrange fonksiyonu

1

L
4

FMF,, + % (¢? —v?)? (12)



seklindedir. Burada elektromanyetik tensor, etkin alanlar cinsinden

Fr = get Bt 0, dpdpde + (n - D)nads®] (13)

seklinde tanimh olup n = (1,0, 0, 0) zamansal bir birim vektordiir. Daha 6nce de tanimlandig: tizere,
¢i, (1 = 1,2,3) O(3) simetrisiyle bagintili skaler alanlar ve ® da bunlardan ayr1 bir skaler alandir.

Bu noktadan itibaren, ¢ = v? seklinde siirlandirilmis O(3) simetrik alanlar

b3 =z, 1 +igy =2 — 22X, (14)

seklinde ifade edilecektir. (Ayrica, hesaplarda bir degisiklige yol agmadan notasyonu basitlegtirmek

amaciyla v? = 1 sartim saglayan birimler segilecek). Bu gosterimde, elektromanyetik tensér

FH = get P —205X 002 + nadz00®] (15)

olarak elde edilir. Bu durumda, elektrik ve manyetik alanlarin etkin alanlar cinsinden ifadeleri

Ei = Qeijkﬁjzﬁkx (16)

Bk = 2(8;9(802 — 80)(8kz) — 8k80i> (17)
gibidir.
6.1 Hareket Denklemleri

[lk olarak [Tlhan ve Kovner | (2015) tarafindan da gosterildigi iizere, elimizdeki teorinin yiiksiiz elek-
tromanyetizma ile esdeger oldugunu gosterelim. Yukarida verilen Lagrange fonksiyonunun yam sira,
Elektromanyetik alanin tanimi sonucu, ¢? = 1 sart1 saglandigi siirece Maxwell denklemlerinin ikisinin

aynen saglandigini gosterilebilir.:

O F™ =0 (18)

Diger taraftan etkin alanlarin varyasyonu sonucu Euler-Lagrange denklemleri elde edilir:



000 B =0
Okx[00Br + (0 X E)i] =0 (19)

Okz[00Br, + (0 X E)k)] =0
Bu denklemlerden ilki, “manyetik yiik yogunlugu”nun yerel korunum denklemidir. Bu denklem bir
korunum denklemi oldugu i¢in teori, manyetik yiik yogunlugunun her zaman sabit kaldig: siiper-
secim sektorlerine boliinmiig olur. Teorinin elektromanyetik teoriyle esdeger oldugu limitte galigmak
igin, manyetik yiiklerin var olmadigi 0y By = 0 durumunun ele alinmasi, yani iistteki ilk denklemin
¢Ozlimindeki sabitin 0 olarak secilmesi gerekir. Elektromanyetik sektorde bu gartin saglanmasi
gerekmesine ragmen, Abelyen olmayan limitte (renk) manyetik yiiklerin varhigi, bu limiti gevsete-

bilme 6zgiirliigiinii saglar.

Denklem [[9un ilk satirindan elde edilen 9 By, = 0 sartini kullanarak, ikinci ve tigiincii esitlikler,

Oo By + (8 X E)k = aF} (20)

seklinde ¢oziilebilir. Bu denklemin en genel ¢ézlimiinde sag tarafta elektrik alana orantili bir terim
olsa da, elektromanyetik teorinin parite simetrisini saglanmasi garti, orant1 sabitinin sifir olmasimni

gerektirir. Yani, hareket denklemleri sonucu, son iki Maxwell denklemi elde edilir:

OxBr =0
(21)
Oo By, + (6 X E)k =0
Boylece, elde edilen teorinin yiiksiiz elektromanyetizma ile egdeger oldugu sonucuna varilir. Bu

teorinin simetrilerini ve 6zellikle Lorentz simetrisi altinda etkin alanlarin davraniglarini incelenmeden

once, Hamilton gosterimindeki duruma da bakilabilir.

6.2 Hamilton Gosterimi

Eldeki teorinin etkin alanlar1 cinsinde ifadesinin elektromanyetik teori ile esdeger oldugu Hamilton

dilinde de gosterilebilir. Teorinin simetrilerini daha iyi anlagilmasini saglayacak bu formiilasyona

10



gecmek icin, 6ncelikle kanonik momentumlar: standart sekilde hesaplanirsa:

P, = oL 2B10kx = 20X [2(0x X002 — Qo X Okz) — OO0 P]
600z (22)
Dy = oL = —2By0kz = =202 [2(0kx 00z — OoxOkz) — OO0 P]
(580)( (23)
Po = oL _ Ok Br, = 0k [2(0k X002 — OoxOkz) — Or0p®P]
59, (24)

bulunur. Elektrik alan sadece kanonik kordinatlara (yani alanlara) bagh oldugu i¢gin momentum

ifadelerinden bir katki almaz. Diger taraftan kanonik dilde manyetik alan

1
ktmE1(D22m + Py Xm) (25)

tanimi kullanilarak

* mDm —
By =Dy - Ek/ dzcan‘I’

—0o0

(26)

seklinde ifade edilebilir. Burada integral, elektrik alan yoniinde bir ¢izgi integralidir.
Hamilton operatorii de Lagrange fonksiyonunun Legendre doniigtimii olarak (bir simir terimini

ihmal ederek)

H= /d?’x [pzé“ + DX + po® — L} = /d%; (E* + B?) (27)

seklinde hesaplanir. Ayrica, elektrik ve manyetik alanlarin

ve

11



[Ei(x), Bj(y)] = i€ir;00(z —y) (29)

seklindeki standart kanonik komiitasyon bagintilarini sagladiklar: da gosterilebilir (IThan ve Kovner |
2015). Boylece modelin yiiksiiz elektromanyetizma ile egdeger oldugu sonucunu bir kez daha dogru-

lanmis olur.

6.3 Lorentz Simetrisi

Teorinin elektromanyetik teoriyle esdeger olmasi sart1, Lorentz simetrisinin de standart sekilde gegerli
olmasimi gerektirir. Bu sart1 saglamanin yolu, elektrik ve manyetik alanlarin tensor bilegenleri gek-
linde doniismesi veya daha genel olarak, elektromanyetik alanin ikinci dereceden bir tensor gibi

doniigsmesini gerektirir.

Fu — NN Eag (30)

Bunun saglanmasinin yolu, daha 6nce skaler olarak tanimlanan ¢ ve ® alanlarinin Lorentz dontigiim-
leri altinda kanonik olmayan doniisiim terimleri icermelerini gerektirir. Ustteki denklemin bilegen-
lerini, etkin alanlar cinsinden yazarak bu alanlarin déniigiim 6zelliklerini, 8 déniigiim parametresi,

w Lorentz doniigiimii jeneratorleri ve A = wt, 2”9, olmak iizere

Z(l‘) — Z(Aflx) = (1 + ,BA)Z(QI) + % <TAZZ'560(I) - (‘3,/ dlcEmﬁmﬁao(P> eijkEjZk

- (31)
1 . r A
x(z) = x(A'z) = (1+ BA)x(z) + o (niﬁao‘b - @'/ dlcEmnmﬂ%@) €iik EjXk
ve
80<I>(A’1a:) = (1 — ﬁA)a()(I)(SC) + 80/ dlcEiﬁiﬁaoq)
, * . (32)
+ ﬁez‘jkEj(aOsz — JozXk) [ﬁiﬁao‘P - @'/ dlcElﬁlﬁao‘P]

olarak bulunur. Beklendigi iizere etkin alanlar, Lorentz doniigtimleri altinda kanonik olmayan

bicimde doniiglip birbirlerine karigmaktadirlar.

12



Raporun bu noktasina kadar manyetik aki simetrisi, bunu 2 + 1 boyutta Abelyen ve Abelyen
olmayan teorilerdeki durumunu 6zetleyip, 3 + 1 boyuta bu fikirlerin taginmasi amaciyla Onerilen
ve projenin temelini olugturan teorinin ana hatlarina degindik. Buradan itibaren, proje onerisinde

deginilen amag ve ig paketleri lizerindeki ¢alismalarin sunumu baglamaktadir.

7. Teorinin Simetrileri

Ik olarak Amac 1 - Is Paket 1 kapsaminda Abelyen teorinin simetrileri incelenip, bu simetrilerin
fiziksel olarak onemli operatorlere etkileri hesaplanacak.

Bu teorinin biri yerel ve biri global olmak iizere iki farkli simetri doniigiimii vardir. Global
simetri, elektromanyetik teoriyi elde edilmesini saglayan ® alam eklenmeden 6nceki terimlerin kinetik

kisminin olugturdugu alan-koruyan difeomorfizmlerdir. Bu déniigtimiin jeneratorii

0G|z, x] 0G|z, X]
_ 3 _
Ca = /d x |:pz aX DPx 02 (33>

olarak yazilabilir. Burada G|z, ], iki degiskene bagh keyfi bir fonksiyondur. Bu jeneratér sonucu
olugan doniigiimiin alanlara olan etkilerini bulmak igin [z, C]| ve [x, Cg] komiitatorlerini hesaplarsak,
alanlarin doniigiimlerinin

9Gz, x] 9Gz, x|

Al A 34
z—z+ B ;X =X 5, (34)

seklinde oldugunu bulunur. Bu simetriye ek olarak, elektromanyetik teorinin gecerli oldugu siiper-

secim sektoriinde kalmamizi saglayan diger sart, yerel bir simetri jeneratorii olan

CrL=ps =0= 0By, (35)

seklindedir. ve [24] denklemleri kullanilarak, iistte verilen global simetri jeneratorii :

ox 0, ox 0,

:/d?’xQBk [&CxangX] —i—@kzang’X]] = /deQBkﬁkG[z,X] = —/d3x28kBkG[z,X]

(36)
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seklinde yazilabilir. Son terimdeki 0 By = pg = 0 ifadesi, yerel simetrinin jeneratorii olup saglandig
i¢in, global simetri jeneratoriiniin de sifir oldugunu gosterilmis olur. Simetri jeneratoriiniin sifir
olmasi, bu simetrinin bir ayar simetrisi oldugu ve yeni fiziksel 6zgiirliik dereceleri vermedigini gosterir.
Boylece, listte gosterilen etkin teorinin, yeni simetriler tagimasina karsin, elektrik ve manyetik alanlar
diginda fiziksel 6zgiirliik derecesi icermedigi sonucuna da ulagilir. Bu da, teorinin yeni simetriler

icermesine ragmen fiziksel olarak elektromanyetizmayla ayni oldugunu gosterir.

7.1 Simetrilerin Genellegtirilmesi

Burada elde edilen yerel ve global 6zgiirliik dereceleri uygun sekilde tek bir denklem haline sokulabilir,

soyle ki, yerel sart:

Cr=ps=0 (37)

Her noktada gecerli oldugu icin, global sarta, bu terimi carpan herhangi bir fonksiyon eklenebilir,

soyle ki global simetri jeneratoriiniin egit oldugu ifade, yerel sart seklinde ifade edilebilir:

Ca = /d3x [pzaGa['; X] _anG({[;; X]:| = —2/d3x8kBkG[z,x] = —Q/dep(I)G[Z7X] (38>

Bu durumda, iki tarafa da elektromanyetik limitte sifir olan bir ifade eklersek

ox X0z

gibi bir jenerator elde ederiz. Bu jeneratér, daha onceki ifadenin aksine, pg # 0 durumunda da

Co = / i [pzaG[z’X] _p X +2pq>G[z7xJ} ~0 (39)

global bir ayar simetrisidir ve kinetik terimden kaynakli global simetrilerin, yerel sartin gevsetilecegi
Abelyen olmayan limitte de gegerli olmasini saglayabilir. Diger taraftan bu fikir daha da genellegtir-

ilebilir, g0yle ki; yerel simetri her noktada gegerli oldugu i¢in F' herhangi bir fonksiyon olmak {izere

0G|z, x] 0G|z, x]
CF:/d3x [pz D — Py +paF| =0 (40)

seklinde bir jenerator de elde edilebilir. Gortildiigii tizere, |Ilhan ve Kovner | (2015) makalesinde elde

edilen global ayar simetrisi, cok daha genel bir simetri jeneratoriintin 6zel hali olarak diistiniilebilir.
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Modelin fikirlerinin dayandig1 2+ 1 boyutlu teorilerde benzer global simetriler olmadigi i¢in, Abelyen
olmayan limitte bu simetrilere ne olacagi, kirilmasi veya korunmasi mi1 gerektigi acik degildir. Burada
geligtirilen jeneratorler, Abelyen limitte gecerli olan simetrileri pe = 0 sartinin saglanmasinin gart

olmadig1 Abelyen olmayan limite tagir.

7.2 Alanlarin doniisiim o6zellikleri

Ik olarak yukarida elde edilen simetri jeneratérii altinda alanlarin nasil doniistiiklerini inceleyelim.
Ustte tanimlanan elektrik ve manyetik alanlarin yam sira, elektrik alanin dolam seklinde yazilmasina

olanak veren

A; = 20;x — x0;z (41)

taniminin da doniigiimiinii inceleyelim. Bu alan cinsinden elektrik alan

Ei = GijkajAk (42)

seklinde ifade edilip c¢iftes vektor potansiyeline benzer bir rol oynasa da, ayar potansiyeli olmadigini

unutmamak gerekir. Burada dikkat ¢eken bir diger nokta, elektrik alanin tistteki ifadesi i¢in

A; = 20ix, Ai = —x0;z (43)

ifadelerinin de ayr1 ayr1 kullabilabilmesidir. A alaninin global simetri jeneratorii altindaki dontigiimii
i¢in [A;, Cg] hesaplanabilir, veya esdeger olarak denklem te elde edilen doniigiimler kullanilarak,

A alanmin

Ai =20ix — x0iz

— Z+8£ 0; CCA B WS 0; z+a£
ox ) " X7 %, X", ) ox

oG oG oG oG

oG 0G 0G oG

=20iX —x0iz + 2| Oix5- +0iz- | —0i | 25 + X7

20;x — x0iz + <8X8X+8282> 8<zaz+xax>
=20;x — x0;z + 20;,G — 0; 2%4')(%
0z ox
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gibi doniistiigii bulunur. Burada doniisiimi veren son iki terim bir tam tiirev ifadesidir. Bu noktadan
itibaren, kordinatlar igin kullanilar notasyon, g1 = z, g2 = x olacak sekilde basitlestirilecektir, yani

ornegin A alani:

A = 20;x — x0iz = €0, 0iqp (45)

olarak ifade edilir. Bu notasyon ile, tistte tanimli global simetri jeneratorii

0= [ [p. 202N A [ e, S (46)

seklinde yazilirken, A alaninin déniiglimii :

(Au(x), C(y)] = 2id(x — )OiGlg) — i0F [qd st - y>] (47)

olarak hesaplanir. Elektrik alan

(z =€i;107 x = €107 | 2i0(z — — 10, 9Gld] x —
i), Cl =i (o), )] = 05 (20000 - 906l = 0 |15 D0~ ) "
=2i€1.056(x — y) Ok Glq] = 21107 (3(z — y)OkGlq))

gibi doniigiir. Manyetik alanin déniistimiinii incelemek igin 6ncelikle

0G|z, X] 9G[z, x|
|:pz2m + DxXms Pz B — Px 92 (49)
komiitatoriinii hesaplamak faydalidir. Ustte tanimlanan notasyon ile, bu déniisiim
0G|q] 0’°G oG

[ o (2)0% qa(2), epepr(y) (2)00a(2)Po(w) + 00 (x = y)py(2) 9qc )

dqc qa9qc

0
}] —o(x — y)ampbg(?]

oG oG
= e [-ate =000 (52 )+ 05, 50—

C

0G
— 95— y) [ebcpb]

oG] e
= €pe [—5(56 —Y)Om {Pbaqj + 0, {5@ —Y)Pb Oqc] a.

(50)

olarak hesaplanir veya denklem [34] ve kanonik momentumlarin
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0*G 0*G

z 2 — < — Pz — Pz 1
PP 5. PP 020X + Py 022 (51)

I -
Px Dx 5x =Px — Pz 6X2 Dbx 920

seklindeki dontigtimleri kullanmlarak

+ — — &G + 0°G 0, + aﬁ + — &G + rG 0, — aﬁ
PzzZm T PxXm Pz — Pz azax Dx 022 m | # ax Dx — Dz aXQ Dx azax m | X )

9%G 9%G oG 9%G 9%G oG
+ 0y | Om Oy ——

Z(?zax * X8X2 ox “ 522 + X@xaz 0z

= DzZm + PxXm — Pz <8m
=PZm + PxXm

(53)
bulunur. Bu hesap ile elektrik alan ve Dj alaninin yam sira, manyetik alanin da global simetri

jeneratorii altindaki degismezligi gosterilmis olur. Burada dikkat edilmesi gereken 6nemli bir nokta,

manyetik alan doniigsiimiinde pg teriminin herhangi bir rol oynamamasidir.

7.3 ‘t Hooft Cizgi Operatorii ve Degistirilmis Simetri

Viz,y) =e @ exp <z/ Aidxi> '®W) (54)
y

seklinde tanimli bir operatorii ele alalim. Bu operator, Wilson ¢izgi operatoriine ¢ifteg olarak taniml
bir ‘t Hooft ¢izgisi ile bagh bir tekkutup - anti tekkutup ¢iftine kargilik gelir ve bdyle bir operator,
manyetik aki simetrisinin diizen parametresi olabilecek bir operatér tammlar. Oncelikle buradaki
soylevi hesapla tamamlamak amaciyla {istteki operatorii parca parga inceleyelim. Ortadaki terimde

integrali alinan A alani, etkin alanlar cinsinden daha 6nce de belirtildigi tizere

A; = 20;x — x0;z. (55)

seklinde ifade edilip, elektrik alana
Ez’ == eijijAk (56)
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seklinde bagl oldugu hatirlanirsa, bu tanimin manyetik alanin standart vektor potansiyeli cinsinden
tanimiyla egdeger oldugu goriiliir. Yani ortadaki tistel terim, esasen Wilson ¢izgi operatoriiniin ¢iftesi

olabilecek bir operatordiir. Bu operatoriin

/ dSy, By (z) (57)

seklinde taniml herhangi bir diizlem iistiindeki manyetik aki ile komiitasyonunu hesaplamak i¢in

[Ei(x), Bi(y)] = i€iar0y0(z — y) (58)

denklemi kullanilirsa

[€ijm D Am (), Bi(y)] = i€iar0y0(z — y) (59)
bulunur. Yani, standart elektromanyetizmaya giftes sekilde bagh olmak {izere A ve B alanlarinin

kanonik olarak baglandigi gosterilmis olur:

[Ai(x), Bj(y)] = id(x — y)dij (60)
Uclarda yer alan ® operatorlerini yorumlamak i¢in, manyetik aki operatorii ile ® alaninin komiitatori

hesaplanabilir:

/ 45y [By(z), & (y)] (61)

bu amacla, kanonik bagintilar kullanilirsa:

[@(2),pa(y)] = id(z — y) = [®(z), 0 Br(y)] = 9 [(z), Br(y)] (62)

bulunur, yani bu operator etki ettigi noktada birim manyetik aki olusturmaktadir. Biitiin bu
sonuglar: toplanirsa, V' operatoriiniin y noktasinda bir manyetik tekkutup olugturdugunu, bu tekku-
tuptan kaynaklanan manyetik akinin bir ¢izgi {izerinden x noktasindaki bir anti-manyetik tekkutupta
son buldugu anlagilir. Bu operator, 2 + 1 boyuttaki diizen parametresinin bir benzeri olsa da, 3+1

boyutta elektromanyetik teorinin saglamasi gereken
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OBp =0 (63)

sart1, manyetik alan cizgilerinin ya sonsuza kadar uzanmalarini, veya bagladiklar1 noktada sonlan-
malarini gerektirmektedir. Abelyen olmayan limite gegildiginde ise bu sart serbest birakilabilir ve
sonlu ‘t Hooft operatorleri teoriye tutarli bir sekilde eklenebilir. Ilerleyen béliimlerde bu operatériin

noktasal limitinden yola ¢ikarak tanimlanabilecek bir operator de bulunacaktir.

7.4 Degistirilmis simetri

[k olarak burada tammladiginmiz ‘t Hooft operatoriiniin, iistte tiiretilen simetri doniisiimleri altinda

nasil davrandigini inceleyelim. Bunun i¢in, operatoriin noktasal limit degerini inceleyelim:

V(x) = lim ezé(x) exrp <’L/ Azd$2> e—i@(y) (64)
Yy

Yy—x
bdyle bir operator her ne kadar formal limitinde bire gitse de, sonsuz kiiciik limiti teorinin simetrileri
hakkinda fikir edinmek igin kullanilabilir. Denklem [0]daki 6zgiirliik kullanilarak, bu operatorii
degigsmez birakan bir doniisiimiin nasil olmasi gerektigi bulunabilir. Denklem [38/de verilen global

doniisiim altinda A; alam

oG 0G
— +8(G vy X3X> (65)
olarak davranirken ® alanm
d— o —2G (66)

olarak doniisiir. Ustte pp = 0 sartinmn verdigi 6zgiirliik ile simetri jeneratériiniin degistirebilecegi
diigliniilerek, bu terimi degigmez birakan jeneratorii elde etmek ic¢in, A’nin doéniisiimiindeki fazla

terimlerin etkisini sifirlayan terimler eklenirse

o (5 o= (4253 )

(67)
oG

= /d333‘ (2pq>G + 87 (€abpa - 2p<1>Qb)>
b

19



bulunur. Bdéylece V' operatoriinii sabit birakan global ayar simetri jeneratorii bulunmusg olur. Bu
ekleme z ve x alanlarinin déniisimiinii degistirmez. pp da degismez olarak kalmaya devam eder. p,
ve p, alanlarimin doniisiimii ise su sekilde degisir:

oG 0%G
c;bm] = c;2 T \ta a_2 = —53_ 4 \Ca a_2
[Pe; Cin] = |Pe, 20 G + 9 (€app P<1>Qb)] 9000 (€abvPa — 215 ) (68)

Proje kapsaminda 6nemli olan manyetik alanin déniisimii de hesaplanabilir. Manyetik alanin

v mDm -
By, = Dy, — Ej, / dlcanq) (69)

seklinde tanimlandigi hatirlanirsa, terim terim ¢alisarak D alaninin déniigiimii

1
6k:lmEl (pcam QC)

1 %G oG
D E c 2 - Cabla c C
F= g 3 Ghim B Kp + 8%8%( PoGb — €abP )) Om, <q + € d@%)]
1 oG  9*G
= Dy + —5€umEi |pe€caOmo— + (2peqy — €abPa) Omdec
1 (9G oG
=D T E c€cdUm 75— 2 — €cdPc) Om 7 —
bt gz Chim El [p €cdO 94s + (2p2qd — €cape) O 8%}
2pa oG
=D E
kT = erimE1qadm 902

oldugu bulunur. Bu sonugclar bir araya getirilirse, V operatoriiniin degigsmez birakan simetri jener-

atorl altinda manyetik alanin

2 2pq> oG
B B E —F E 1
k= Brt o kim I(Jda k/ dlc(y EO — < €kim E1940m 8qd) (71)

olarak dontigtiigii bulunur. Elektromanyetik limitte gegerli olan pe = IpBr = 0 durumunda
manyetik alan modifiye doniigiim altinda sabit kalirken, Abelyen olmayan limite gecildiginde sabit
kalmasi i¢in, ilki elektrik alana dik ve ikincisi buna paralel terimlerden olusan son iki terimin tam

olarak sifir olmasi gerekir.

Diger taraftan yeni simetri jeneratorii z ve x alanlarinin doéniigtimlerini etkilemedigi ve A; ve

elektrik alan sadece kanonik koordinatlara baglh olduklar: i¢in, bunlarin doniigiimleri degismez:
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0G oG
— +8(G e X@x) (72)
seklinde doniismeye devam ederken elektrik alan
Ez' = EijkajAk = Eijkaj (Zakx — Xakz) — Ei (73)

ayni kalir. Sonug olarak pg = 0 limiti alindigr siirece, V(z)’i degismez birakan simetriler, fiziksel

ozgiirliik derecelerini korur.

7.5 Noktasal operator

Ustte tammladigimiz operatériin,  ve y noktalarmin sonsuzda alindigi hali teorinin manyetik aki
simetrisinin davranigi hakkinda bize bilgi verse de (Kovner ve Rosenstein | [1994)), yerel olarak tanim-
lanabilecek ve Hamiltonian’a eklenebilecek bir operator gelistirmek icin noktasal limitini tekrar ele

alalim. Bu limitte

Yy—x

xX
V(z) = lim "®@ exp </ z'Aide> e "W (74)
y
operatOrii bire gitmesine ragmen, manyetik aki simetrisinin incelenebilecegi bir operatér tiiretilmesinde

yol gosterici olabilir. Boyle bir operatériin donel simetrik genellemesi yazilmak istenirse, bu oper-

atoriin Ax kadar boyundaki bir pargasiyla ige baglanabilir. Bu limitte:

V= yhg}c @ exp (iA;Az?) e~ W
~[1 4 i®(2)][1 + iAiAx;][1 — iP(y)]
~1 4 i0(z) — i®(y) + iAi Az + O(x) A Az — A; Az B(y) (75)
14 1[0 (x) — B(y)] + Aidafi + B(x) — B(y)
=1 +i[®(y) + Az;0;2(y) — ®(y)] + AiAz;li + (y) + Az 0, (y) — 2(y)]
Son satirda ®(x) alanlar1 igin # = y noktasi civarinda Taylor a¢ihimi yaptik. Bu agilimi kullanarak,

V =1+ ViAx; olacak sekilde V; operatorlerini:
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Vi ~i(0;® + Ay) (76)

olarak tanmimlayabiliriz. Bu da, beklenen gekilde egdegiskin tiirev operatoriine benzer bir yapidadir.
Operatériin bu limitinin alanlar tizerinde etkisi hesaplanirsa, éncelikle A; alani sadece kanonik y ve

z alanlarina baglh oldugunda, bu operator altinda degismez:

[Vi(x), A;j(y)] = 0 (77)

Elektrik alanm sadece x ve z'nin fonksiyonu oldugunu ve E; = €;;,0; Ay, olarak tanimlandig: hatir-

lanirsa,

[Vi(x), Ej(y)] = i [0:®(x) + Ai(z), Ej(y)] = 0 (78)
bulunur. Manyetik alan ise, elektromanyetik limitti A4; ile kanonik bagh oldugundan (denklem

[Vi(z), Bj(y)] = 1[0:®(z) + Ai(x), Bj(y)] = i[0:®(x), Bj(y)] + i [Ai(x), Bj(y)]

=i[0;®(x), Bj(y)] — 6(x — y)dy

(79)

elde edilir. Diger taraftan ® ile manyetik alan arasindaki bagint1 denklem [35]deki gibi oldugundan,

manyetik yiik ile yogunlugu ile komiitasyonu ise sifir verir:

(
( (80)
(

7 o(

=—070(x —y) —9)0(x —y)dx =0

Bu sonug sadece elektromanyetik limit olan pe = 0 durumunda degil, genel durumda da gegerlidir.
Diger taraftan, gizgisel operatorden noktasal operatore gegis, V;(x)’i degismez birakan jeneratorii

etkilemez, yani
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C= /d3w (pzaGa[';’ i —pxaGa[z’ i + 2pe [G[Z,x] - (ZOG(,[; Ay xaGa[;’ X])D (81)

operatorii, elektrik ve manyetik alanin oldugu gibi, V;(z)’in de bir simetrisidir.

Bu bolimde eldeki Abelyen teorinin simetri 6zellikleri incelenmis, bu operatdérlerin cesitli fiziksel
objelere etkileri komiitatorler hesaplanarak bulunmus; manyetik aki simetrisinin bazi 6zelliklerini
tagiyabilecegi one siiriilen bir operatorii degismez birakan simetriler bulunmug ve bu yeni simetri-
lerin de fiziksel operatorleri degigsmez biraktigi gosterilmigtir. Bu sekilde proje onerisi kapsaminda

belirtilen Amag (1) - Is Paketi (1) tamamlanmistir.
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8. Abelyen olmayan teori

Raporun kalan kisminda teorinin Abelyen olmayan limiti incelenip, Amag (2-3) - Is Paketi (2-3) kap-
saminda Abelyen olmayan teoriye ge¢meyi saglayacak tedirgemeler kullanilacak ve bulunan teoride
sicim ¢ozlimleri aranacaktir. Bu boliimde [Ilhan ve Kovner | (2013) makalesindeki teoride kullanilan
tedirgemenin ® alanindan etkilenmedigi, statik alan ¢oziimlerinin degigmedigi; ve son olarak &

alanina dinamik verilmesinin de bu sonucu bozmadig1 gosterilmistir.

O(3) simetrisini kirmanin degisik yollar1 olsa da, daha énce bulunmug ¢oziimlerdeki olasi degigim-
leri incelemek igin [Ilhan ve Kovner | (2013)) tarafindan yapildig: sekilde, z'nin bogluk beklenti degerini

1’e sabitleyen bir tedirgeme segerek ige baglanabilir:

1

L
4

F™E,, —2¢°A*(z — 1) (82)
O(3) simetrisine ek olarak, bu tedirgeme, global ayar simetrisini de kismen kirar ve

dG(z)
dz

X7 X~
kismini geride birakir. Diger taraftan yerel
pe =0 (84)

simetrisi i¢in bir gart getirmez. Bu simetri, Abelyen limitte elektromanyetizmanin etkin teorisi
oldugu i¢in korunmasi gerekirken, tam Abelyen olmayan Z(N) simetrik teoride ise serbest olmasi
gerekir. Ancak burada elde edilen teori bu iki limit arasinda bir durum oldugu i¢in bu simetrinin

nasil degerlendirilmesi gerektigi net degildir.
Boyle bir tedirgeme eklenmesi sonucu elde edilen teoride, topolojik yiik tasiyan

r
#(x) = —f(r) (55)
gibi durumlar sonlu enerjiye sahip olamaz. Yiikler, 2 + 1 boyutta oldugu gibi, bir sicim ile ayrilmig

ciftler seklinde bulunabilirler. Bu sebeple amag, bu tedirgeme altinda Otelenme degismezi sicim
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benzeri ¢oziimler aramaktir. Boyle ¢oziimler, ayrik yiik-antiyiik durumlar arasinda dogrusal bir

renk hapsi olugmasini saglar.

8.1 Duragan Sicim Co6ziimleri

Renk hapisli durumlari incelemek igin, 3 yoniinii, sonsuz ayrik duragan yiiklerin ayrilma yonii olarak

kabul edelim. Bo6yle bir durumda sicim ¢ozlimleri aranirken, 3 yoniinde Otelenme degismezligi

secilebilir. Elektromanyetik tensoriin

R — gelwozﬁ [e“bcqﬁa&aqﬁb@ﬁ% + (n . 8)na8g<1>]

(86)

seklinde oldugu kullanilir ve 3 yoniinde 6teleme degigmezligine sahip duragan ¢oziimler ele alinirsa,

sifirdan farkli elektromanyetik alan olarak sadece bir bilegen kalir:

F9 = g% [-20,x0;2 + 1;0;009] = 2g¢” 0,02

bu durumda kinetik terimden hareket denklemlerine gelen katki hesaplanirsa:

FM"E,, =2F%Fy

oldugundan

F#VFW, = —892 (EijajxaiZ)Q
= —8¢° [OaxO12z — 81)(822]2

bulunur. Bu durumda z varyasyonu sonucu
%F“VFW, = —1692 [32)(812 — 81)(822] [62X815 - 81)(825]
= —16g> (02 ([02x012 — D1 xD22] D1x) — D1 ([O2xD12 — D1XD22] Dax)]

= —1692 [82 [82)(612’ — 81)((922:] 61X — 81 [agxalz - alxagz] 82)(]
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elde edilir. 3 yoniinde duragan ¢ozlimler arandig igin x1, 2 diizleminin polar kordinatlarda tanimlan-

masi daha uygun olur. Bu kordinatlarda r ve 0, x1, zo diizlemindeki kutupsal kordinatlar: tanimlar.

Dik acili sistemdeki tiirevler, kutupsal kordinatlardaki tiirevlere bilinen gekilde baghdir:

. .0
%:Cosea—;slneﬁ
oy M T 00

Bu kordinatlara gecilirse:

OaxO1z — 01022

= % (Or20px — OrXxOpz)

oldugundan, z varyasyonu

)
gFWFW = —16g” [0 [02x012 — O1x022] D1 X — 01 [O2x012 — D1 x022] D2X]

1 1
= —164> [82 [r (Orz0px — 8»(892)] ox — 01 [7‘ (0rz0px — 8TX{992)] 82)(]

B 164>
o

<ar [i (0 209X — arxagz)} dox — OrxOp [i (9,205x — aTXaQZ)D

(91)

(92)

(93)

verir. Benzer gekilde x varyasyonunu hesaplamak igin z <+ y degisimini yapip, isareti degistirmek

yeterli olur. Diger taraftan ® denklemi hesaplanirsa

803kFij€ij0k =0

(94)

bulunur. Bu denklem, sifirdan farkli F;; olmadigi icin aynen saglanir. Kalan denklemler ® alanindan

etkilenmedigi i¢in kalan denklemler [lhan ve Kovner | (2013)) makalesinde bulunanlarla aymdir ve ayni

¢ozlimleri saglarlar. Biitlinliik agisindan bu hesap agagida tekrar edilecektir.

Sicime dik diizlemde déngiisel simetrik ¢éziimler arandigi igin, bu 6zellikleri tagiyan alanlar igin

basit bir tahminde bulunulabilir. Burada alanlar
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x(z) = x(0) = 0(z), 2(z)==2(r) (95)

seklinde segilebilir. Bu varsayimda, sicim ¢Oziimiiniin dongiisiinii x alani saglarken, z alani radyal
profili verir. Burada kullanilan r ve 6, sicime dik diizlemdeki kutupsal kordinatlara kargilik gelir.

Bu durumda x hareket denklemleri:

B 164>
o

0 <87« [i (Orz0px — Brxagz)} Ogz — Op20p [i (0rz0px — 8@(892)]) (96)

seklinde olup aynen saglanirken, z denklemi:

iligz <8T [i ((%Z)]) — 4g?A2(z — 1) (97)

seklindedir. Bu denklem, z(r) = 2(r?) olmak iizere
42" = A% (z - 1) (98)

seklinde yazilabilir. Bu denklemin basit olmayan bir ¢éziimiinii bulmak i¢in z'nin sonsuzda bogluk
beklenen degeri olan 1’e gitmesini beklerken, sicimin merkezinde diizgiin bir ¢6ziim i¢in z(0) = zp'in
sonlu bir deger almasi sart kogulabilir. Bu sinir degerlerle verilen diferansiyel denklemin ¢oziilmesi

kolaydir ve:

A 2
2(r?) =1 — (1 — z) exp [;} (99)
olarak bulunur. Sonuglar etkilemeyecek gekilde sabiti zg = —1 segerek kalan béliimlerdeki hesaplar

basitlegtirilebilir. Bu gekilde elde edilen radyal terim, bir sicimden beklenen bazi 6zellikleri tagir.
Sicimin sonlu ve sifirdan farkli enerjiye sahip belli bir yarigap: olup, z alani bu yarigap digina ¢ikinca
hizli bir gekilde bogluk degeri olan 1’e gider. Sicim gerginligini hesaplamak igin birim kesitteki
enerji yogunlugunu kullanilabilir. Bulunan z ve x ¢oziimlerini elektromanyetik tensér taniminda

kullanilirsa, sifirdan farkli tek bilegen olan 3 yoniindeki elektrik alan:
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10 Ar?
F% = 2g;az =4Agexp (—;) (100)

olarak bulunur. Sicim gerginligi ise:

1 [ 0.5 1 Ar2\1? 1 2 9 )
=3 Efdx” = 3 4Agexp 5 rdrdf = 3 16A“g~ exp (—Ar )rdr27r

(101)

olarak hesaplanir. Bu ¢oziimde dikkat ¢eken bir nokta, sicim diginda ¢oztimlerin sifira tistel yerine,
daha hizh bir Gaussian geklinde sifira gitmesidir. Bu sonucun kaynagi, sonlu enerjiye sahip yiik
¢Oziimleri bulabilmek i¢in standart kinetik terim yerine kullanilmak durumunda kalinan 4 tiirevli

kinetik terimdir.

8.2 Z(N) Tedirgeme

Ustte verilen tedirgeme sadece O(3) simetrisini O(2)’ye kiran bir terim icermektedir ve sicim ¢oziim-
lerine sahiptir. Asil amag¢ Z(N) simetrik bir teori oldugu i¢in bu simetriyi kiracak bir terim daha
eklemek gerekir. Bu amagla modele bir simetrinin iistiine kalan simetriyi de kiran bir terim eklenir.
Burada da O(2) simetrisi ¢ alanlar1 tarafindan olugturuldugu igin Ilhan ve Kovner | (2013)) tarafindan

kullanilan tedirgemenin secilmesi uygun olur:

1

L
4

FMEy —2g°A% (2 — 1) [1— p (N + ¢*V)] (102)

Kalan O(2) simetrisini Z(N)’e kiracak bu tedirgeme, yiiksiiz elektromanyetik teoriyi elde etmek i¢in
eklenen ® alanina bagli olmadig i¢in, daha 6nce [Ilhan ve Kovner | (2013) tarafindan bulunan ¢éziim-
ler gecerliliklerini korurlar. Tekrar etmek gerekirse, alanlarm taniminin v = /1 — 22e’X oldugu

diigiiniiliirse, bu Lagragian
1
L= {F"Fu = 2g'A%(z = 1) [1 —2u(1 — 22N/ cos NX] (103)

olarak da yazilabilir. En basit sekilde sicim ¢6ziimi bulmak icin, eklenen terimin bir tedirgeme

oldugunu diisinerek p < 1 limiti ele alinirsa potansiyel, en diiglik degerini z = 1’de alir. Hareket
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denklemleri daha Oncekine benzer gekilde elde edilebilir. ® denklemi degismedigi icin ¢oziime bir

etkide bulunmaz:

oL J |1
- | My
5o 6P [4F F“”}
1 )
=3twsg

0
— gFWE [e“”aﬁ(—Qﬁﬁxaaz + naﬁgagq))]

= Dy [ Fyue™ 7| =0

Fr

(104)

Kalan denklemler de degismedigi i¢in, [lhan ve Kovner |(2013) tarafindan bulunan ¢oztimler degismez.

Biitiinliik agisindan bu sonucu da elde edelim. Eklenen tedirgemenin etkisinin sadece agisal etkiyi

saglayan y alanindan oldugunu varsayarak, z alaninin daha 6nceki gibi radyal oldugu durumun yani

sira:

x alaninin daha 6nce bulundugu sekilde xo(x) = € olmak iizere
x(z) = xo(x) + x1(x) = 0+ f(r)sin N
oldugunu varsayilirsa, kinetik terimden x denklemine gelen katki sol taraftan
16¢%2" fN? sin N§ = ANG?A%(z — 1)2u(1 — 22)N/?sin N@

seklindedir. Bu denklemin f i¢in ¢dziimii

(105)

(106)

(107)

(108)

(109)



olarak bulunur. Bu ¢oziim, daha 6nce bulunan z ¢oézlimiiyle beraber ikinci dereceden z denklemi de
¢Ozer. Boylece tedirgeme ¢oziimiini tutarl bir gekilde saglandigini gosterilmis olur. Sonug olarak

dolanimi veren y alaninin agik ifadesi

Ar2 2 N/2
1-— (1 —2exp <—2> )] sin N6 (110)

olarak bulunur. Bdylece sicim ¢ozlimlerinin daha 6nceki gibi var oldugu, Z(N) tedirgemesi sonucu

12
:6 —_

x alaninin acisal modulasyona yol actigi gosterilmis olur.

Sonug olarak, ® alaniin eklenmesi sonucunda elde edilen ve yiksiiz elektromanyetik teori ile
esdeger olan yeni teorinin simetrilerinin Z(NV)’e kirilmasi sonucu elde edilen Abelyen olmayan etkin
teoride, daha 6nce bulunmus sicim ¢6ziimlerinin aynen korundugu gosterilmig oldu. ® alani hareket
denklemlerine sadece zaman tiirevi iceren ifadelerle girdigi i¢in, kendi denklemi aynen saglanir ve
diger denklemlere bir etkisi olmaz. Bu sonuglar, en temel ¢oziimler olan duragan alanlara dayandigi

icin, daha genel ¢oziimler bulmak icin bu sarti: gevsetmenin sonuclar1 incelenebilir.

8.3 Diger ¢oziim arayiglari

Bu boliimde, daha genel ¢oziimler bulma gayesiyle, ® alanindan ziyade Ilhan ve Kovner tarafin-
dan kullanilan © = 9y® alaninin duragan olmasi gart1 kullanilacak. Teorinin her noktasinda ® alani
yerine bu terimin zaman tiirevinin bulunmasi, dinamik alanin bu gekilde tanimlanmasinin da incelen-
mesini 6nermektedir. Bu durumda her ne kadar elde edilen teori standart elektromanyetik teoriden
farklilagsa da, Abelyen olmayan limitte zaten bu sonug¢ beklendiginden bu degisikligin sonuclar1 da
incelenecek. Modeldeki sadece bir alana kismi dinamik vermek ¢ok gercekci olmasa da, daha genel

durumlar: incelemeden 6nce bu basit yaklagimin olugturacagi sonuglar: gérmek agisindan faydalidir.

Bu yaklagimda, elektromanyetik alanin sifirdan farkli yeni bilegenleri vardir:
F03 = Qeijﬁjxﬁiz
F13 = 9,0 (111)

F2 =_-9,0
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Bunlar hareket denklemlerinde kullanilirsa

1 4
vaf 2 _
@aa [FMVE'H 86)(] — ?A (Z — 1) = O
1
T50a |Fuve0952] = 0 (112)

o0y Fje% =0
bulunur. Son denklem:
803kﬂj€ij0k =0 (113>

veya

900%0 =0 (114)

seklindedir. Bu denklem de daha 6nceki oldugu gibi aynen saglandigi icin yeni bir ¢6ziim olmadigi
sonucuna varilir. Diger iki denkleme de katki gelmedigi i¢in bu durumda da 6nceki béliimde bulunan

sicim ¢oziimlerinin gegerliliklerini koruduklar: sonucuna varilir.

8.4 Dinamik ¢

Simdi ®’nin daha genel olarak dinamik oldugu durumu ele alalim. Bu alanin diger alanlara gore

hafif oldugunu varsayilabilir. Bu yaklagimda hareket denklemleri daha 6nce olduklar: gibi:

O Fluy e Pdgx — 16A%(2 — 1) = 0
O Flue P52 = 0 (115)
aoakFijEijOk =0

seklindedir. Son denklem de

d (0 +093)0=0 (116)

olarak bulunur. Bu denklemin ¢6ziimii, ¢ bir sabit olmak {izere

2’0 =c (117)
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seklindedir. Buradaki sabitin sifirdan farkli olmasi Poisson denklemine karsilik gelir. Bu denklemin
¢Oziimleri degigtirilmis Bessel fonksiyonlar: olup, bunlardan ilki kordinat merkezinde, digeri ise son-
suzda diizgiin davranmadiklar: i¢in uygun bir alan konfigurasyonuna kargilik gelmezler. Bu sebeple
sadece sabitin sifir oldugu durum fiziksel olarak diizgiin davranan bir duruma karsilik gelir. Bu
durumda ise Laplace operatoriiniin 6zellikleri geregi en yiiksek ve en diisiik degerlerin sadece sinir
noktalarda oldugu diigtiniiliir ve sonsuzda alanlarin sifira gitmesi gerektigi hesaba katilirsa, sabit ®
alanindan bagka bir ¢éziim olmadigi bulunur. Yani, eklenen ® alaninin, statik limitte daha 6nce

bulunan ¢ozlimlere bir etkisi yoktur.

Bu béliimde Amag (2-3) - Is Paketi (2-3) kapsaminda, Abelyen olmayan tedirgeme icin, ® alani
tanmimlanmadan 6nce elektromanyetik teori ile esdeger olmayan |[[lhan ve Kovner | (2013)) makalesinde
bulunan tedirgemenin ve duragan z,x alanlari iceren sonuclarin statik veya dinamik & alanindan
etkilenmedigini ve daha once elde edilen sicim ¢oziimlerinin yeni teoride de var oldugu gosterilmis
ve biitiinliik agisindan bu sonuclar tekrar elde edilmigtir. Bir sonraki béliimde daha genel dinamik

sicim ¢oziimlerinin nasil elde edilebilecegi tartisarak raporu sonlandiracagiz.
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9. Dinamik Sicim Co6ziimleri

Ustte elde edilen sonuclar proje onerisinde belirtilen amaclar ve is paketlerini esasen tamamlar.
Eldeki teorinin Abelyen limitindeki simetrileri incelenip, manyetik aki simetrisi i¢in diizen parame-
tresi Ozellikleri tagiyan 't Hooft ¢izgi operatorii bulundu. Abelyen olmayan limite gegmeyi saglayan
tedirgeme kullanilarak en basit sicim ¢oziimlerinin daha 6nce bulunanlarla ayni oldugunu ve yeni ®
alanindan etkilenmedigi gosterildi. Bu agsamada proje onerisinde belirtilen amagclara sadik kalarak
caligmay1 bir sonraki agamaya tagimanin yolu, bulunan sicim ¢oziimlerini genellemek, yani statik
olmayan ve sonlu ayrik yiikler arasindaki sicim ¢oziimlerini bulmaya c¢aligmaktir. Bu probleme
tutarli bir gekilde yaklagabilmek icin ise dncelikle Abelyen limitin &zellikleri biraz daha incelen-
melidir. Eldeki teorinin bir sinirlayici 6zelligi yiiklii durumlari icermemesidir. Dinamik sicimlerin in-
celenebilmesi ise yiiklerin diizgiin tanimimi gerektirmektedir. Simdi yiiklii durumlara nasil gecilebile-

cegini anlamaya caligalim.

9.1 Radyal ozgiirliikk derecesi

Baslangigtaki formiilasyonda, ii¢ ¢ alaninin radyal kismi sabit tutulmus, bdylece yiiksiiz elektro-
manyetizma elde edilmigti. Bu limitte, solitonun yani teorinin kuantumlanmig elektrik yiiklerinin
mordtesinde dogrusal olarak sonsuza giden enerjisi vardi. Simdi, Lagrange fonkisyonunda ufak bir

degisiklik yaparak sonlu enerjili soliton ¢oziimleri arayalim. Lagrange yogunlugu

1

£=3

A
FuF" + Z(Cf)z —v?)? (118)

ayni kalirken alanlar daha 6ncekine benzer gekilde tanimhidir. Tek fark, daha 6nce sonsuza gotiiriilen
A'nin artik sonlu degerler almasina izin verilmesidir. Bu degisiklik, daha 6nce sabit kalan ¢ alan-
larinin radyal kisminin dinamik olmasina saglar. Radyal kisma karsilik gelen p alani, daha 6nce

yapilan tanimlara dogal bir sekilde eklenir:

b3 =2, 1 +idy =/p? — 22X (119)
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¢1 =/ p* — 2> cos x

(120)
P2 =/ p? — 2%siny
Bu durumda elektromanyetik alan
F1 = Pt g0 drdp e
(121)

= 2¢"P 100 p205P3 + P200P305¢1 + P300P10502]

olur. Asagidaki hesapta f = \/p2? — 22 tanim kullanilarak ifadeler basitlestirilecektir. Bu tanimlar:

kullanarak, elektromanyetik alana ¢ terimlerinden gelen katk:

FI = 9698 [ cos 0o (f sin x) Bz + f sin X005 (f 08 x) + 200 (f 0 X) B (f sin x)]
= 26" [ f cos xDp2 (Do f sin X + fOu sin x| + fsin xdaz [0sf cos x + fOs cos X]
+2 (fOaf cos xOgsin x + fOg f sin x0q cos )]
= ¢l [f cos x0pz [Oa fsin x + f cos xOax] — fsin x9sz [0 f cos x — fsin xdaX]
+2 (fOuf cos® XOgX + fOuf sin® xOpx)] (122)
= 2e"P [ {20, X032 + [0 f205X]
= 2e"% [(p? — 22) Oax0pz — (pOgp — 2052) 20aX]
— 2B (,02852 — zpaﬁp) OaX
= 26" p (pdgz — 205p) Dax

olarak hesaplamir. ® katkisi da eklenirse

FH = B (20 (pdpz — 205p) DaX + (1 - D)nadp®] (123)
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kalir. Burada p — sabit limitini alarak daha 6nce bulunan yiiksiiz elektromanyetik alanin elde
edildigi kolayca gosterilebilir. Diger taraftan, tamim geregi F),,, asagidaki denklemi saglar:
O FH =J"
=B, [2(p? 05200 X + 2papdsX) + (1 - O)nadsd] (124)
:6pe“”a58up8528ax
Burada beklendigi iizere sabit p daha onceki gibi yiiklerin olmadig: teoriyi verir. Bu denklemin

zaman bilegeni, sinir terim olup topolojik yiike karsilik gelir. Bu yeni tanimlar: takip ederek Lagrange

fonksiyonundan hareket denklemlerini elde edelim.

1
5L = /d% [2FW6F’“’ — X (p* —v?) pdp (125)
Ik olarak yeni gelen p katkisini hesaplayalim.
——=— | dxF,————p(p°—v
oply) 2 " op(y) ( )

etvaB 1908 p(x)0z2 — 20p(x)0zp — 2pdzdp(x)] O
:/d4xFW [2p5p(2)05 52Ey)) 5p — 2p00p(z)] X g (o2 =?)

= /d4xFMV6W°‘ﬁ 2p6(x — y)0sz — 26(x — y)Opp — 2pdd(x — y)] DaXx — Ap (p2 - v2)

(126)
=— / d4me,6“V°‘ﬁzp8ﬂ6(x — 9)0aX + Fue*? (2p02 — 205p) Bax — Ap (p2 - v2)
=05 [FWG“ Y2000 x | + Fuwe*? (2p032 — 205p) Dax — Ap (p* — v°)
= zpaﬁFWe”mﬁ@ax + 3pFw,e“”a685z8ax —A\p (p2 — ’UQ)
Diger taraftan z denklemi:
%
5;5(1;/) - % /d4xF””w
[ der 8 (20502(x) — 52(2) pOsp) Oax
0z(y) (127)

= /d4xFW6“m5 (p?030(z — y) — (z — y)pdsp) Dax

= _aﬂ (F;WGHVQBPQOaX) - F,uueuyaﬁpaﬂpaax
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x denklemi:

oL 1 SFM (x)
e i
ox(y) 2 " ox(y)
ox(y)
= /d4waje“”°‘B (p2852 — 2pdsp) Oab(z — y)

—0q [F“Ve“”o‘ﬁ (pzagz — zpﬁgp)}

olarak bulunurken, ® denklemi daha 6nceki sonug ile aynidir.

oL 1 1Y At
U P L

6P(y) 2 6®(y)
1 B (n - O)ng0®(x)
:2/d4xF‘“’ 3P (y) )

1
= —58085 [ije“”aﬂna}

(128)

(129)

A — 0o veya p? — v? , v2 = 1 limitlerinde, yiiksiiz teorinin denklemlerinin bulundugu gosterilebilir:

D5x0a (FW«S“”O‘B> —0

03204 (Fw,e‘”’aﬁ) =0

B0k ((Fiye™™) =0
Elektromanyetik alanin bilesenlerini incelenirse,

C, = pOuz — 20up
olmak tizere
FP = B [2pC30n X + 1adsdy®]
bulunur. Bu durumda elektrik alan
Ei— pio
= 2¢107k (p28kz — 2pOkp) O;X

= —2pe"* (pOyz — 20kp) O;x = —2peI*Cr0;x
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seklindeyken manyetik alan

1 A
B; = —ifijk:F]k

1 .
= —ieijkejkom [2 [(p28mz - zp@mp) dox — (,0280,2 — z,o(")op) amx} + 8087”@]
= —2p[(p0iz — 20;p) ox — (pOoz — 20op) Oi x| — O O; P (134)

= —2p [Cﬁox — Coaix] — 8081@’

olarak bulunur. Yani fiziksel operatorlerin tanimlari, yiiksiiz duruma kiyasla
Oz — pCl (135)

olacak sekilde degisir. Buradan da, daha onceki gibi elektrik ve manyetik alanin Lorentz simetrisi
altinda tensor bilegenleri seklinde déniislemeri sart kosulacaksa, pCy = p(pduz — 20,p) alannin
yiiksiiz teorideki 0,z alam gibi déniigmesi gerektigi bulunur.

Hareket denklemleri ise gesitli gekillerde yazilabilir
aoak |:Fij6ij0k] =0

Oa [Fwe“”o‘ﬁ (pzagz — zpagp)] = O [Fm,e’“’aﬂng] =0

(136)
Jp (FW(—:“”C“'Bp28ax) + FWE“”O‘BpE)BpaaX =0
zp85F”V6””a60ax + 3pFw,e“”°"335z0ax —Ap (,02 — U2) =0
veya tilirevleri agilirsa, bu denklemler
B0y [ Fiye ™| =0
0 |OaFyue P Cg 4 8,0, p032] = p | 0aFyue*ICy + 8F,0,e0,C5| = 0 .

p [Qnge”me + 3FW6‘“’°‘585p} Oax =0
p {(85FW6’“’0‘52 + BFWGWO‘BQBZ) OaX — A (p2 — v2)} =0

olarak yazilabilir. Bir diger gisterim ise
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o0 [Fijeiﬂ'o’f} —0

— 200 Fyu 7 Cy + 30, | Fue*PC| = 0
(138)
(—285}7”1,6“"0‘5/) +30p {Fwe“mﬁpb Oax =0

(—285Fuye“yaﬁz + 30g [Fwe‘“’aﬁzD OaX — A (p2 — v2) =0

seklindedir. Burada ilk denklem daha 6nce oldugu gibi manyetik aki yogunlugunun korundugu

sliper-secim sektorlerine igaret eder, yani
OxBr =0 (139)
denkemi saglanir. Alanlarin tanimi sayesinde bu boliimiin en baginda elde edilen
o = Jr (140)

denklemi de iki homojen olmayan Maxwell denklemini verirken, kalan denklem yani Faraday den-

klemi saglanmaz:

OoBy + (0 x E), #0 (141)

Bu denklemin saglanmamasi teoride manyetik akimlarin var oldugunu séyler. Bu denklemi de saglay-
acak belli alan konfigurasyonlar1 bulunabilse bile, dinamik alanlarin varligi béyle bir yaklagimi geger-
siz kilar. Bu sebeple de teorinin Lorentz simetrisi de yoktur. Burada olmasi gereken, p denkleminin
madde alanlar i¢in Klein-Gordon benzeri bir denklem vermesi ve kalan denklemlerin de kalan iki
Maxwell denklemini saglamasidir. Abelyen olmayan teoride izin verilebilecek bu sonu¢ Abelyen teori
¢Ozlimleride kabul edilemez.

Bu sonugla, eldeki modelde dinamik sicim ¢6ziimlerini bulmak icin gereken elektrik yiiklerinin
tamiminin, 2 + 1 boyuttakine benzer sekilde elde edilmesinin miimkiin olmadigini gostermis olduk.
Teoride elektrik yiiklerini tanimlamanin bir bagka olasi yolu, n alanini dinamik bir alan olarak
tanimlamaktan gegebilir. Belli bir limitte Ilhan ve Kovner | (2015) makalesinde kullanilan sabit

vektore karsilik gelen bogluk beklenen degerini veren bdyle bir vektor alaninin yiikli ¢oziimlere
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yol vermesi miimkiin olabilse de, elektromanyetik alanin etkin alanlar cinsinden ifadesini ararken
geldigimiz noktada, ilk olarak ® alanini hesaba katip daha sonra yeni bir alan daha eklemek hesaplar:
kolaylagtirmak yerine zorlagtirabilir. Bu sebeple Abelyen olmayan limitte daha ayrintih ¢aligmalar
yapilmadan 6nce Abelyen teorinin yiiklii limitinin incelenmesinin daha 6énemli oldugu sonucuna

varilir.
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10. SONUQ

Bu calismada, proje onerisi kapsaminda amaglanan tiim sonuglara ulagip, programin devami igin
yapilmasi gerekenleri belirledik. Ilk olarak Ilhan ve Kovner | (2015) tarafindan gelistirilen ve yiik-
siiz elektromanyetizmaya denk oldugu gosterilmig olan teorinin 6zelliklerini inceleyip, fiziksel olarak
onemli operatorlerin simetri jeneratorleri altindaki doniigtimlerini elde ettik. Basglangicta elimizde
olan simetri jeneratorlerinin, manyetik aki simetrisinin diizen parametresi olmaya aday bir operatorii
degismez birakacak sekilde nasil genellegtirilebilecegini gosterdik.

Bundan sonraki adimlarda ise, teoriyi énce O(2)’ye sonra da Z(N)’e kirarak, Ilhan ve Kovner
(2013) makalesindeki sicim ¢ozlimlerinin bu teoride de var olduklarimi gosterdik . Teoriye yeni ekle-
nen ® alaniin, bu ¢oziimler gergevesinde bir rol oynamadigini ve IThan ve Kovner | (2013)) tarafindan
elde edilen sonuclarin bu teoride de gecerli oldugunu gosterdik. Bu ¢oziimlerin, en basit sicim ¢6ziim-
leri olan statik ve sonsuz ayrik yiikler i¢in gegerli oldugunu, ve daha genel ¢oziimler elde etmek icin
elektrik yiiklerinin tutarh bir gekilde tanimlanmasi gerektigini not ettik. Projemizin son agamasinda
ise, bu ¢ozlimleri bulmak i¢in 241 boyutta kullanilan yol olan, ¢ alanlarina radyal 6zgiirliik derecesi
verilmesinin ¢aligmadigini ve yiiklii elektromanyetizmanin Lorentz simetrisine uygun sekilde tanim-
lanamayacag1 gosterdik. Elektrik yiiklerini tutarli tanimlamak icin mevcut operatorlerin simetri
ozellikleri incelenmeli, gerekirse Lagrangian’a yeni terimler eklenmeli veya n vektoriine dinamik bir

karakter saglanmalidir.

Amacglar ve I§ Paketleri

Bu proje kapsaminda yapilmak istenenler, proje 6nerisinde 3 ayr1 ig paketi ve bunlarla ilgili amagclar

halinde belirtilmisti. Bunlarin tamamini gerceklestirdik:

1. Ilk amacimiz ve bununla bagntili is paketi, teorinin Abelyen limitinin simetrilerini incelemek,

fiziksel olarak onemli objelerin doniigiim ozelliklerini bulmakti. Bunu[5] bolimde tamamladik.

2. Ikinci ve iigiincii amagclar (Abelyen teoriden Abelyen olmayan teoriye gecisi saglayacak tedirge-
meyi bulmak ve bu tedirgeme sonucu elde edilen teoride sicim ¢oziimleri aramak), birbirleriyle

i¢ ice olup, beraber ele alinmistir. Oncelikle boliimde O(3) — O(2) ve O(2) — Z(N)
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kirilmalarinin ve bunlar sonucu elde edilen sonsuz ayrik duragan ¢oziimlerinin ® alaninin var-
ligindan etkilenmediklerini, ® alanina dinamik verildiginde de ayni durumun gegerli oldugunu
gosterdik. Son olarak[9] boliimde ise, dinamik sicim ¢oziimleri bulmak icin gerekli olan elektrik

yiiklerinin teoriye Lorentz simetrisiyle tutarli bir gekilde eklenemeyeceklerini gosterdik.
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